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От ав то ров

До ро гие вось ми класс ни ки!
В этом учеб ном го ду вы про дол жи те изу че ние гео мет рии. На де ем ся,

что вы ус пе ли по лю бить эту важ ную и кра си вую нау ку, а сле до ва тель но, с
ин те ре сом бу де те ов ла де вать но вы ми зна ния ми. Хо те лось бы ве рить, что
это му бу дет спо соб ст во вать учеб ник, ко то рый вы дер жи те в ру ках.

Учеб ник раз де лён на че ты ре гла вы, ка ж дая из ко то рых со сто ит из па-
 ра гра фов. В па ра гра фах из ло жен тео ре ти че ский ма те ри ал. Об ра щай те осо-
 бое вни ма ние на текст, вы де лен ный жир ным шриф том.

Обыч но из ло же ние тео ре ти че ско го ма те риа ла за вер ша ет ся при ме ра -
ми ре ше ния за дач. Эти за пи си мож но рас смат ри вать как один из воз мож -
ных об раз цов оформ ле ния ре ше ния.

К ка ж до му па ра гра фу по доб ра ны за да чи для са мо стоя тель но го ре ше -
ния, при сту пать к ко то рым со ве ту ем лишь по сле ус вое ния тео ре ти че ско го
ма те риа ла. Сре ди за да ний есть как про стые и сред ние по слож но сти, так
и слож ные и вы со кой слож нос ти. Свои зна ния мож но про ве рить, вы пол -
няя за да ния в тес то вой фор ме, по ме щён ные в кон це каж дой гла вы.

Ка ж дый па ра граф за вер ша ет ся осо бой руб ри кой, ко то рую мы на зва -
ли «На блю дай те, ри суй те, кон ст руи руй те, фан та зи руй те». В ней со б ра ны
за да чи, для ре ше ния ко то рых нуж ны не спе ци аль ные гео мет ри че ские зна-
 ния, а лишь здра вый смысл, изо бре та тель ность и сме кал ка. Эти за да чи по-
 лез ны, они раз ви ва ют «гео мет ри че ское зре ние» и ин туи цию.

Ес ли по сле вы пол не ния до маш них за да ний ос та нет ся сво бод ное вре-
 мя и вы за хо ти те уз нать боль ше, то ре ко мен ду ем об ра тить ся к руб ри ке «Ко -
гда сде ла ны уро ки». Ма те ри ал, из ло жен ный в ней, не про стой. Но тем ин-
 те рес нее ис пы тать свои си лы!

Дер зай те! Же ла ем ус пе ха!  
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Условные обозначения

Простые задачи

Задачи средней сложности

Сложные задачи

Задачи высокой слож нос ти

Ключевые задачи, результат которых можно использовать при реше-
нии других задач

Окончание доказательства теоремы или решения задачи

531 За да ния, ре ко мен дуе мые для до маш ней ра бо ты

423 За да ния для устной ра бо ты
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Гла ва 1. Че ты рёх уголь ни ки

В этой гла ве рас смат ри ва ет ся зна ко мая вам гео мет ри че -
ская фи гу ра че ты рёх уголь ник. В кур се гео мет рии вы по зна ко ми -
тесь с от дель ны ми ви да ми че ты рёх уголь ни ка: па рал ле ло грам мом,
пря мо уголь ни ком, ром бом, квад ра том, тра пе ци ей, изу́ чи те свой-
 ст ва этих фи гур и уз нае те о при зна ках, с по мо щью ко то рых сре ди
че ты рёх уголь ни ков мож но рас по знать та кие фи гу ры.

Вы изу́ чи те свой ст ва от рез ка, со еди няю ще го се ре ди ны сто-
 рон тре уголь ни ка, и убе ди тесь в том, что эти свой ства мо гут слу-
 жить клю чом к ре ше нию це ло го ря да за дач.

Как из ме рить ду гу ок руж но сти? Око ло ка ко го че ты рёх -
уголь ни ка мож но опи сать ок руж ность? В ка кой че ты рёх уголь ник
мож но впи сать ок руж ность? Изу чив ма те ри ал этой гла вы, вы
по лу чи те от ве ты и на эти во про сы.

§ 1. Че ты рёх уголь ник и его эле мен ты

На ри сун ке 1 от рез ки AB и BC име ют толь ко од ну об щую точ ку B, ко-
 то рая яв ля ет ся кон цом ка ж до го из них. Та кие от рез ки на зы ва ют со сед ни -
ми. На ри сун ке 2 ка ж дые два от рез ка яв ля ют ся со сед ни ми.

Заметим, что от рез ки AB и CD на ри сун ке 3, а, б не яв ля ют ся со сед -
ни ми. 

Рас смот рим фи гу ру, со стоя щую из че-
 ты рёх то чек A, B, C, D и че ты рёх от рез -
ков AB, BC, CD, DA, та ких, что ни ка кие
два со сед них от рез ка не ле жат на од-
 ной пря мой и ни ка кие два не со сед них
от рез ка не име ют об щих то чек (рис. 4).

Фи гу ра, об ра зо ван ная эти ми от рез ка -
ми, ог ра ни чи ва ет часть плос ко сти, вы де -
лен ную на ри сун ке 5 зе лё ным цве том. 
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Эту часть плос ко сти вме сте с от рез ка ми AB, BC, CD и DA на зы ва ют че-
 ты рёх уголь ни ком. Точ ки A, B, C, D на зы ва ют вер ши на ми че ты рёх -
уголь ни ка, а от рез ки AB, BC, CD, DA — сто ро на ми че ты рёх уголь ни ка.

На ри сун ке 6, а, б изо бра же ны фи гу ры, со стоя щие из че ты рёх от рез -
ков AB, BC, CD, DA и час ти плос ко сти, ко то рую они ог ра ни чи ва ют. Од на -
ко эти фи гу ры не яв ля ют ся че ты рёх уголь ни ка ми. Объ яс ни те по че му.

Сто ро ны че ты рёх уголь ни ка, яв ляю щие ся со сед ни ми от рез ка ми, на-
 зы ва ют со сед ни ми сто ро на ми че ты рёх уголь ни ка. Вер ши ны, яв ляю щие ся
кон ца ми од ной сто ро ны, на зы ва ют со сед ни ми вер ши на ми че ты рёх уголь -
ни ка. Сто ро ны, не яв ляю щие ся со сед ни ми, на зы ва ют про ти во ле жа щи ми
сто ро на ми че ты рёх уголь ни ка. Не со сед ние вер ши ны на зы ва ют про ти во ле -
жа щи ми вер ши на ми че ты рёх уголь ни ка.

На ри сун ке 7 изо бра жён че ты рёх уголь ник, в ко то ром, на при мер,
сто ро ны MQ и MN яв ля ют ся со сед ни ми, а сто ро ны NP и MQ — про ти -
во ле жа щи ми, вер ши ны Q и P — со сед ние, а вер ши ны M и P — про ти во -
ле жа щие.

Че ты рёх уголь ник на зы ва ют и обо зна ча ют по его вер ши нам. На при -
мер, на ри сун ке 4 изо бра жён че ты рёх уголь ник ABCD, а на ри сун ке 7 — че-
 ты рёх уголь ник MNPQ. При обо зна че нии че ты рёх уголь ни ка бу к вы, стоя-
 щие ря дом, со от вет ст ву ют со сед ним вер ши нам че ты рёх уголь ни ка. На при -
мер, че ты рёх уголь ник, изо бра жён ный на ри сун ке 7, мож но обо зна чить так:
PQMN, ли бо MQPN, ли бо NPQM и т. д.

Сум му длин всех сто рон че ты рёх уголь ни ка на зы ва ют пе ри мет ром че-
 ты рёх уголь ни ка.

От ре зок, со еди няю щий про ти во ле жа щие вер ши ны че ты рёх уголь ни -
ка, на зы ва ют диа го на лью че ты рёх уголь ни ка. На ри сун ке 8, а, б от рез ки AC
и BD — диа го на ли че ты рёх уголь ни ка ABCD.

Уг лы ABC, BCD, CDA, DAB (рис. 9) на зы ва ют уг ла ми че ты рёх -
уголь ни ка ABCD. В этом че ты рёх уголь ни ке все они мень ше раз вёр ну то го
уг ла. Та кой че ты рёх уголь ник на зы ва ют вы пук лым. Од на ко су ще ст ву ют че-
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 ты рёх уголь ни ки, в ко то рых не все уг лы мень ше раз вёр -
ну то го. На при мер, на ри сун ке 10 угол B че ты рёх уголь -
ни ка ABCD боль ше раз вёр ну то го. Та кой че ты рёх уголь -
ник не яв ля ет ся вы пук лым. Подробнее с выпуклыми
мно го уголь ни ка ми вы ознакомитесь в § 19.

Уг лы ABC и ADC на зы ва ют про ти во ле жа щи ми
уг ла ми че ты рёх уголь ни ка ABCD (см. рис. 9, 10). Так -
же про ти во ле жа щи ми яв ля ют ся уг лы BAD и BCD.

Тео ре ма 1.1
Сум ма уг лов че ты рёх уголь ни ка рав на 360°.

До ка за тель ст во
В че ты рёх уголь ни ке про ве дём диа го наль, ко то рая раз би ва ет его на

два тре уголь ни ка. На при мер, на ри сун ке 11 это диа го наль BD. То гда сум ма
уг лов че ты рёх уголь ни ка ABCD рав на сум ме уг лов тре уголь ни ков ABD
и CBD. Так как сум ма уг лов тре уголь ни ка рав на 180°, то сум ма уг лов че ты -
рёх уголь ни ка рав на 360°. 

7

Рис. 8 Рис. 9

B

A
C

D C

A

BD

B

A
C

D
а б

Рис. 11

B

A
C

D

CA

B

D
а б

Рис. 10

B

A C

D



След ст вие 
В че ты рёх уголь ни ке толь ко один из уг лов мо жет быть
боль ше раз вёр ну то го.

До ка жи те это свой ство са мо стоя тель но.

За да ча 1. До ка жи те, что дли на лю бой сто ро ны че ты рёх уголь ни ка
мень ше сум мы длин трёх ос таль ных его сто рон.

Ре ше ние. Рас смот рим про из воль ный че ты рёх уголь ник ABCD
(рис. 12, а). По ка жем, на при мер, что AB < AD + DC + CB.

Про ве дём диа го наль AC. При ме няя не ра вен ст во тре уголь ни ка для
сто рон AB и AC соответственно тре уголь ни ков ABC и ADC, по лу ча ем не-
 ра вен ст ва: AB < AC + CB, AC < AD + DC.

От сю да: AB < AC + CB < AD + DC + CB.
Сле до ва тель но, AB < AD + DC + CB. 

За да ча 2. По строй те че ты рёх уголь ник по двум со сед ним сто ро нам
и че ты рём уг лам, ка ж дый из ко то рых мень ше раз вёр ну то го.

Ре ше ние. На ри сун ке 12, б изо бра жён че ты рёх уголь ник АВСD, в ко-
 то ром из вест ны дли ны сто рон АВ и ВС, а так же все его уг лы.

В тре уголь ни ке АВС из вест ны две сто ро ны АВ и ВС и угол В ме ж ду
ни ми. Сле до ва тель но, этот тре уголь ник мож но по стро ить. Это по строе ние
по зво ля ет по лу чить от ре зок АС и уг лы ВАС и ВСА. От сю да, зная уг лы че-
 ты рёх уголь ни ка при вер ши нах А и С, мож но по лу чить уг лы DАС и DСА.
Та ким об ра зом, в тре уголь ни ке АСD из вест ны сто ро на и два при ле жа щих
к ней уг ла. Его то же мож но по стро ить.

Про ве дён ный ана лиз по ка зы ва ет, как стро ить ис ко мый че ты рёх -
уголь ник.
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Стро им тре уголь ник по двум дан ным сто ро нам че ты рёх уголь ни ка
и уг лу ме ж ду ни ми. На ри сун ке 12, б это тре уголь ник АВС. Да лее стро им
тре уголь ник АСD по по лу чен ной сто ро не АС и най ден ным уг лам DАС
и DСА. Че ты рёх уголь ник АВСD — ис ко мый. 

1. Объ яс ни те, ка кие от рез ки на зы ва ют со сед ни ми.
2. Объ яс ни те, ка кую фи гу ру на зы ва ют че ты рёх уголь ни ком.
3. Ка кие сто ро ны че ты рёх уголь ни ка на зы ва ют со сед ни ми? Про ти во ле -

жа щи ми?
4. Ка кие вер ши ны че ты рёх уголь ни ка на зы ва ют со сед ни ми? Про ти во -

ле жа щи ми?
5. Как обо зна ча ют че ты рёх уголь ник?
6. Что на зы ва ют пе ри мет ром че ты рёх уголь ни ка?
7. Что на зы ва ют диа го на лью че ты рёх уголь ни ка?
8. Ка кой че ты рёх уголь ник на зы ва ют вы пук лым?
9. Сфор му ли руй те тео ре му о сум ме уг лов че ты рёх уголь ни ка.

Прак ти че ские за да ния

1. На чер ти те че ты рёх уголь ник, в ко то ром:
1) три уг ла ту пые;
2) два со сед них уг ла — пря мые, а два дру гих не яв ля ют ся пря мы ми;
3) од на диа го наль точ кой пе ре се че ния диа го на лей де лит ся по по лам,
а дру гая не де лит ся по по лам;
4) диа го на ли пер пен ди ку ляр ны.

2. На чер ти те про из воль ный че ты рёх уголь ник, обо значь те его вер ши ны
бу к ва ми M, K, E, F. Ука жи те па ры его со сед них сто рон, про ти во ле -
жа щих сто рон, про ти во ле жа щих вер шин. За пи ши те три ка ких-ни будь
обо зна че ния это го че ты рёх уголь ни ка.

3. На чер ти те че ты рёх уголь ник, в ко то ром:
1) три уг ла ост рые;
2) два про ти во ле жа щих уг ла — пря мые, а два дру гих не яв ля ют ся пря-
 мы ми;
3) диа го на ли точ кой пе ре се че ния де лят ся по по лам.

Уп раж не ния

4. Сре ди фи гур, изо бра жён ных на ри сун ке 13, ука жи те че ты рёх уголь -
ники.

?
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5. На зо ви те че ты ре ка ких-ни будь обо зна че ния че-
 ты рёх уголь ни ка, изо бра жён но го на ри сун ке 14.
Ука жи те:
1) вер ши ны че ты рёх уголь ни ка;
2) его сто ро ны;
3) па ры со сед них вер шин;
4) па ры про ти во ле жа щих вер шин;
5) па ры со сед них сто рон;
6) па ры про ти во ле жа щих сто рон.

6. Сре ди че ты рёх уголь ни ков, изо бра жён ных на ри сун ке 15, ука жи те вы-
 пук лые.

7. Че му ра вен чет вёр тый угол че ты рёх уголь ни ка, ес ли три его уг ла рав-
 ны 78°, 89° и 93°?

8. Най ди те уг лы че ты рёх уголь ни ка, ес ли они рав ны ме ж ду со бой.
9. В че ты рёх уголь ни ке ABCD из вест но, что ∠B = 150°, ∠A = ∠C = ∠D.

Най ди те не из вест ные уг лы че ты рёх уголь ни ка.
10. Один из уг лов че ты рёх уголь ни ка в 2 раза мень ше вто ро го уг ла, на 20°

мень ше третье го и на 40° боль ше чет вёр то го. Най ди те уг лы че ты рёх -
уголь ни ка.
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11. Най ди те уг лы че ты рёх уголь ни ка, ес ли они про пор цио наль ны чис лам
2, 3, 10 и 21. Яв ля ет ся ли этот че ты рёх уголь ник вы пук лым?

12. Най ди те уг лы че ты рёх уголь ни ка, ес ли три его уг ла про пор цио наль ны
чис лам 4, 5 и 7, а чет вёр тый угол ра вен их по лу сум ме. Яв ля ет ся ли
этот че ты рёх уголь ник вы пук лым?

13. Мо жет ли у че ты рёх уголь ни ка быть:
1) три пря мых уг ла и один ост рый;
2) три пря мых уг ла и один ту пой;
3) че ты ре пря мых уг ла;
4) че ты ре ост рых уг ла;
5) два пря мых и два ту пых уг ла;
6) два пря мых уг ла, один ост рый и один ту пой?

14. Пе ри метр че ты рёх уголь ни ка ра вен 63 см. Най ди те его сто ро ны, ес ли 

вто рая сто ро на со став ля ет пер вой, тре тья — 50 % вто рой, а чет вёр-

тая — 150 % пер вой.
15. Най ди те сто ро ны че ты рёх уголь ни ка, ес ли од на из них на 2 см боль-

 ше вто рой, на 6 см мень ше треть ей, в 3 раза мень ше чет вёр той, а пе-
 ри метр ра вен 64 см.

16. В че ты рёх уголь ни ке ABCD сто ро ны AB и BC рав ны, а диа го наль BD
об ра зу ет с эти ми сто ро на ми рав ные уг лы. До ка жи те, что сто ро ны CD
и AD так же рав ны.

17. Диа го на ли че ты рёх уголь ни ка точ кой пе ре се че ния де лят ся по по лам,
од на из его сто рон рав на 6 см. Че му рав на про ти во ле жа щая ей сто ро-
 на че ты рёх уголь ни ка?

18. В че ты рёх уголь ни ке MNKP из вест но, что MN = NK, MP = PK,
∠M = 100°. Най ди те угол K.

19. В че ты рёх уголь ни ке ABCD диа го наль AC об ра зу ет со сто ро на ми AB
и AD рав ные уг лы и со сто ро на ми CB и CD так же рав ные уг лы,
AB = 8 см, BC = 10 см. Най ди те пе ри метр че ты рёх уголь ни ка ABCD.

20. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠A = 44°, ∠B = 56°. Бис сек три сы
AK и BM тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в точ ке O. Най ди те уг лы че ты -
рёх уголь ни ка: 1) MOKC; 2) AOBC.

21. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠A = 36°, ∠B = 72°. Вы со ты AE и
BF тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в точ ке H. Най ди те уг лы че ты рёх -
уголь ни ка: 1) CFHE; 2) ACBH.

22. Най ди те диа го наль че ты рёх уголь ни ка, ес ли его пе ри метр ра вен
80 см, а пе ри мет ры тре уголь ни ков, на ко то рые эта диа го наль раз би -
ва ет дан ный че ты рёх уголь ник, рав ны 36 см и 64 см.

23. Мо гут ли сто ро ны че ты рёх уголь ни ка быть рав ны ми:
1) 2 дм, 3 дм, 4 дм, 9 дм; 2) 2 дм, 3 дм, 4 дм, 10 дм?

2
3
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24. В че ты рёх уголь ни ке ABCD из вест но, что ∠A = ∠C = 90°. До ка жи те,
что бис сек три сы двух дру гих уг лов че ты рёх уголь ни ка ли бо па рал -
лель ны, ли бо ле жат на од ной пря мой.

25. До ка жи те, что ес ли бис сек три сы двух про ти во ле жа щих уг лов вы пук -
ло го че ты рёх уголь ни ка па рал лель ны или ле жат на од ной пря мой, то
два дру гих уг ла че ты рёх уголь ни ка рав ны.

26. По строй те че ты рёх уголь ник по его сто ро нам и од но му из уг лов.
27. По строй те че ты рёх уголь ник по трём сто ро нам и двум диа го на лям.
28. По строй те че ты рёх уголь ник по его сто ро нам и од ной из диа гоналей.

29. По строй те че ты рёх уголь ник ABCD по уг лам A и B, сто ро нам AB
и BC и сум ме сто рон AD и CD.

Го то вим ся к изу че нию 
но вой те мы

30. Пря мая c пе ре се ка ет ка ж дую из пря мых a и b (рис. 16). Ука жи те па-
 ры на крест ле жа щих и па ры од но сто рон них уг лов, об ра зо вав ших ся
при этом. Ка ко во вза им ное рас по ло же ние пря мых a и b, ес ли:
1) ∠1 = ∠4; 2) ∠1 = 20°, ∠3 = 170°?

31. В че ты рёх уголь ни ке ABCD (рис. 17) ∠C = 110°, ∠D = 70°. До ка жи те,
что BC � AD.

32. В че ты рёх уголь ни ке ABCD из ве стно, что ∠A = ∠B = 90°, ∠C = 100°.
Являются ли параллельными прямые: 1) BC и AD; 2) AB и CD?

33. На ри сун ке 18 AD = BC, ∠ADB = ∠CBD. До ка жи те, что AB = CD
и AB � CD.

34. От ре зок BK — бис сек три са тре уголь ни ка ABC. Пря мая DK па рал -
лель на сто ро не AB и пе ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке D, ∠BDK = 116°.
Най ди те ∠BKD.
По вто ри те со дер жа ние пунк тов 12, 13, 14 на с. 199–200.
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На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

35. Бе лая плос кость про из воль но за брыз га на чёр ной крас кой. До ка жи те,
что на плос ко сти най дёт ся от ре зок дли ной 1 м, кон цы ко то ро го за-
 кра ше ны од ним цве том.

§ 2. Па рал ле ло грамм. Свой ст ва па рал ле ло грам ма

Оп ре де ле ние
Па рал ле ло грам мом на зы ва ют че ты рёх уголь ник, у ко то -
ро го ка ж дые две про ти во ле жа щие сто ро ны па рал ле-
ль ны.

На ри сун ке 19 изо бра жён па рал ле ло грамм ABCD. По оп ре де ле нию
па рал ле ло грам ма: AB � CD, BC � AD.

Рас смот рим не ко то рые свой ства па рал ле ло грам ма.

Тео ре ма 2.1
Про ти во ле жа щие сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 19 изо бра жён па рал ле ло грамм ABCD. До ка жем, что

АВ = CD и ВС = AD.
Про ве дём диа го наль AC. До ка жем, что тре уголь ни ки ABC и CDA

рав ны (рис. 20).
В этих тре уголь ни ках сто ро на AC — об щая, уг лы 1 и 2 рав ны как на-

 крест ле жа щие при па рал лель ных пря мых BC и AD и се ку щей AC, уг лы 3
и 4 рав ны как на крест ле жа щие при па рал лель ных пря мых AB и CD и се-
 ку щей AC (см. рис. 20). Сле до ва тель но, тре уголь ни ки ABC и CDA рав ны по
вто ро му при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да AB = CD и BC = AD. 
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Тео ре ма 2.2
Про ти во ле жа щие уг лы па рал ле ло грам ма рав ны.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 19 изо бра жён па рал ле ло грамм ABCD. До ка жем, что

∠A = ∠C и ∠B = ∠D.
При до ка за тель ст ве пре ды ду щей тео ре мы бы ло ус та нов ле но, что

ΔABC = ΔCDA (см. рис. 20). От сю да ∠B = ∠D. Из ра вен ст ва уг лов 1 и 2 и
ра вен ст ва уг лов 3 и 4 сле ду ет, что ∠1 + ∠3 = ∠2 + ∠4. Сле до ва тель но,
∠BAD = ∠BCD. 

След ст вие 
Па рал ле ло грамм яв ля ет ся вы пук лым че тырёхугольником.

До ка жи те это свой ство са мо стоя тель но.

Тео ре ма 2.3
Диа го на ли па рал ле ло грам ма точ кой пе ре се че ния де лят -
ся по по лам.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 21 изо бра жён па рал ле ло -

грамм ABCD, диа го на ли ко то ро го пе ре се ка ют ся
в точ ке O. До ка жем, что АО = ОС и ВО = ОD.

Рас смот рим тре уголь ни ки AOD и COB.
Они рав ны.

Дей ст ви тель но, ∠1 и ∠2, ∠3 и ∠4 рав ны
как на крест ле жа щие при па рал лель ных пря мых
AD и BC и се ку щих AC и BD со от вет ст вен но. По тео ре ме 2.1 име ем: AD =
= BC. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки AOD и COB рав ны по вто ро му при зна-
 ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да AO = OC, BO = OD. 

Оп ре де ле ние
Вы со той па рал ле ло грам ма на зы ва ют пер пен ди ку ляр,
опу щен ный из лю бой точ ки пря мой, со дер жа щей сто ро ну
па рал ле ло грам ма, на пря мую, со дер жа щую про ти во ле -
жа щую сто ро ну.

На ри сун ке 22 ка ж дый из от рез ков AF, QE, BM, CK, PN яв ля ет ся вы-
 со той па рал ле ло грам ма ABCD.
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Из кур са гео мет рии 7 клас са вы знае те, что все точ ки од ной из двух
па рал лель ных пря мых рав но уда ле ны от вто рой пря мой. По это му AF = QE
и BM = PN = CK.

Го во рят, что вы со ты BM, CK, PN про ве де ны к сто ро нам BC и AD,
а вы со ты AF, QE — к сто ро нам AB и CD.

За да ча 1. До ка жи те, что пря мые, со дер жа щие вы со ты тре уголь ни ка,
пе ре се ка ют ся в од ной точ ке.

Ре ше ние. Че рез ка ж дую вер ши ну дан но го тре уголь ни ка ABC про ве -
дём пря мую, па рал лель ную про ти во ле жа щей сто ро не. По лу чим тре уголь -
ник A1B1C1 (рис. 23).

Из по строе ния сле ду ет, что че ты рёх уголь ни ки AC1BC и ABCB1 — па-
 рал ле ло грам мы. От сю да AC1 = BC = AB1. Сле до ва тель но, точ ка A яв ля ет ся
се ре ди ной от рез ка B1C1.

Так как пря мые B1C1 и BC па рал лель ны, то вы со та АН тре уголь ни -
ка АВС пер пен ди ку ляр на от рез ку B1C1. Сле до ва тель но, пря мая AH — се ре -
дин ный пер пен ди ку ляр сто ро ны B1C1 тре уголь ни ка A1B1C1. Ана ло гич но
мож но до ка зать, что пря мые, со дер жа щие две дру гие вы со ты тре уголь ни ка
ABC, яв ля ют ся се ре дин ны ми пер пен ди ку ля ра ми сто рон C1A1 и A1B1 тре-
 уголь ни ка A1B1C1.

Так как се ре дин ные пер пен ди ку ля ры сто рон тре уголь ни ка пе ре се ка -
ют ся в од ной точ ке, то ре ше ние за да чи за вер ше но. 

За да ча 2. Бис сек три са ту по го уг ла па рал ле ло грам ма де лит его сто ро -
ну в от но ше нии 2 : 1, счи тая от вер ши ны ост ро го уг ла. Най ди те сто ро ны
па рал ле ло грам ма, ес ли его пе ри метр ра вен 60 см.
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Ре ше ние. Пусть бис сек три са ту по го уг -
ла B па рал ле ло грам ма ABCD (рис. 24) пе-
 ре се ка ет сто ро ну AD в точ ке M. По ус ло -
вию AM : MD = 2 : 1.

Уг лы ABM и CBM рав ны по ус ловию.
Уг лы CBM и AMB рав ны как на крест

ле жа щие при па рал лель ных пря мых BC и
AD и се ку щей BM.

То гда ∠ABM = ∠AMB. Сле до ва тель -
но, тре уголь ник BAM — рав но бед рен ный, от сю да AB = AM.

Пусть MD = x см, то гда AB = AM = 2x см, AD = 3x см. Так как про ти-
 во ле жа щие сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны, то его пе ри метр ра вен
2(AB + AD). Учи ты вая, что пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен 60 см, по лу -
ча ем:

2(2x + 3x) = 60;
x = 6.
Сле до ва тель но, AB = 12 см, AD = 18 см.
От вет: 12 см, 18 см. 

1. Ка кой че ты рёх уголь ник на зы ва ют па рал ле ло грам мом?
2. Ка ким свой ст вом об ла да ют про ти во ле жа щие сто ро ны па рал ле ло -

грам ма?
3. Ка ким свой ст вом об ла да ют про ти во ле жа щие уг лы па раллелограмма?
4. Ка ким свой ст вом об ла да ют диа го на ли па рал ле ло грам ма?
5. Что на зы ва ют вы со той па рал ле ло грам ма?

Прак ти че ские за да ния

36. На ри сун ке 25 изо бра жён па рал ле ло грамм ABCD. Сде лай те та кой ри-
 су нок в тет ра ди. Про ве ди те из то чек B и M вы со ты па рал ле ло грам ма
к сто ро не AD, а из точ ки K — вы со ту к сто ро не AB.

?
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Уп раж не ния

37. Две па рал лель ные пря мые пе ре се ка ют три дру гие па рал лель ные пря-
 мые. Сколь ко при этом об ра зо ва лось па рал ле ло грам мов?

38. На ри сун ке 26 изо бра же ны па рал ле ло грам мы. Оп ре де ли те, не вы-
 пол няя из ме ре ний, на ка ких ри сун ках ве ли чи ны уг лов или дли ны
от рез ков обо зна че ны не пра виль но (дли ны от рез ков да ны в сан ти -
мет рах).

39. Хва тит ли 40 см про во ло ки, что бы из го то вить из неё па рал ле ло грамм
со сто ро на ми: 1) 14 см и 8 см; 2) 16 см и 4 см; 3) 12 см и 6 см?

40. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен 112 см. Най ди те его сто ро ны, ес-
 ли: 1) од на из них на 12 см мень ше дру гой; 2) две его сто ро ны от но -
сят ся как 5 : 9.

41. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли од на из них в 5 раз боль ше
дру гой, а пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен 96 см.

42. В па рал ле ло грам ме ABCD из вест но, что AB = 6 см, AC = 10 см,
BD = 8 см, O — точ ка пе ре се че ния его диа го на лей. Най ди те пе ри метр
тре уголь ни ка COD.

43. До ка жи те, что сум ма лю бых двух со сед них уг лов па рал ле ло грам ма
рав на 180°.

44. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠A = 35°. Че рез про из воль ную
точ ку, при над ле жа щую сто ро не BC, про ве де ны две пря мые, па рал -
лель ные сто ро нам AB и AC тре уголь ни ка. Оп ре де ли те вид об ра зо -
вав ше го ся че ты рёх уголь ни ка и най ди те все его уг лы.
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45. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма ABCD (рис. 27),
ес ли ∠ABD = 68°, ∠ADB = 47°.

46. В па рал ле ло грам ме ABCD диа го наль AC об ра -
зу ет со сто ро ной AB угол, рав ный 32°,
∠BCD = 56°. Най ди те ∠CAD и ∠D.

47. Бис сек три сы уг лов A и B па рал ле ло грам ма
ABCD пе ре се ка ют ся в точ ке M. Оп ре де ли те
вид тре уголь ни ка ABM.

48. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма, ес ли:
1) сум ма двух его уг лов рав на 100°;
2) раз ность двух его уг лов рав на 20°;
3) два его уг ла от но сят ся как 3 : 7.

49. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма, ес ли один из них:
1) в 2 раза боль ше дру го го;
2) на 24° мень ше дру го го.

50. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 6 см и 10 см. Мо жет ли од на из его
диа го на лей быть рав ной 16 см?

51. Вы со та BK па рал ле ло грам ма ABCD де лит его сто ро ну AD на от рез -
ки AK и KD та кие, что AK = 4 см, KD = 6 см. Най ди те уг лы и пе ри -
метр па рал ле ло грам ма, ес ли ∠ABK = 30°.

52. Один из уг лов па рал ле ло грам ма ра вен 45°. Вы со та па рал ле ло грам ма,
про ве дён ная из вер ши ны ту по го уг ла, рав на 3 см и де лит сто ро ну па-
 рал ле ло грам ма по по лам. Най ди те эту сто ро ну па рал ле ло грам ма и уг-
 лы, ко то рые об ра зу ет диа го наль, со еди няю щая вер ши ны ту пых уг лов,
со сто ро на ми па рал ле ло грам ма.

53. В па рал ле ло грам ме ABCD из вест но, что ∠C = 30°, вы со та BH, про ве-
 дён ная к сто ро не CD, рав на 7 см, а пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен
46 см. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма.

54. Да ны па рал ле ло грамм ABCD и тре уголь ник MKN. Мо гут ли од но -
вре мен но вы пол нять ся ра вен ст ва ∠A = ∠M, ∠B = ∠K, ∠C = ∠N?

55. До ка жи те, что вер ши ны B и D па рал ле ло грам ма ABCD рав но уда ле -
ны от пря мой AC.

56. До ка жи те, что лю бой от ре зок, ко то рый про хо дит че рез точ ку пе ре -
се че ния диа го на лей па рал ле ло грам ма и кон цы ко то ро го при над ле -
жат про ти во ле жа щим сто ро нам па рал ле ло грам ма, де лит ся этой точ-
 кой по по лам.

57. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ABCD ра вен 24 см, ∠ABC = 160°, диа го -
наль AC об ра зу ет со сто ро ной AD угол 10°. Най ди те сто ро ны па рал -
ле ло грам ма.
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58. Диа го наль BD па рал ле ло грам ма ABCD об ра зу ет со сто ро ной AB
угол 65°, ∠C = 50°, AB = 8 см. Най ди те пе ри метр па рал ле ло грам ма.

59. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма ABCD, ес ли BD � AB и BD = AB.
60. Диа го наль па рал ле ло грам ма об ра зу ет с его сто ро на ми уг лы 30° и 90°.

Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли его пе ри метр ра вен 36 см.
61. Вне па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на пря мая, па рал лель ная его

диа го на ли BD, ко то рая пе ре се ка ет пря мые AB, BC, CD и AD в точ-
 ках E, M, F и K со от вет ст вен но. До ка жи те, что MK = EF.

62. Па рал лель но диа го на ли AC па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на пря-
 мая, пе ре се каю щая от рез ки AB и BC в точ ках M и N, а пря мые AD
и CD в точ ках P и K со от вет ст вен но. До ка жи те, что PM = NK.

63. Один из уг лов, об ра зо ван ных при пе ре се че нии бис сек три сы уг ла па рал-
 ле ло грам ма с его сто ро ной, ра вен 24°. Най ди те уг лы па раллелограмма.

64. Бис сек три са уг ла A па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ет сто ро ну BC
в точ ке M. Най ди те пе ри метр дан но го па рал ле ло грам ма, ес ли
AB = 12 см, MC = 16 см.

65. Бис сек три са ост ро го уг ла па рал ле ло грам ма де лит его сто ро ну в от но -
ше нии 3 : 5, счи тая от вер ши ны ту по го уг ла. Най ди те сто ро ны па рал -
ле ло грам ма, ес ли его пе ри метр ра вен 66 см.

66. Бис сек три са уг ла B па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ет сто ро ну CD
в точ ке K так, что от ре зок CK в 5 раз боль ше от рез ка KD. Най ди те
сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли его пе ри метр ра вен 88 см.

67. В па рал ле ло грам ме ABCD из вест но, что AD = 12 см, AB = 3 см, бис-
 сек три сы уг лов B и C пе ре се ка ют сто ро ну AD в точ ках E и F со от -
вет ст вен но. Най ди те от ре зок EF.

68. Угол ме ж ду вы со той BH па рал ле ло грам ма ABCD и бис сек три сой
BM уг ла ABC ра вен 24°. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма.

69. До ка жи те, что угол ме ж ду вы со та ми па рал ле ло грам ма, про ве дён ны -
ми из вер ши ны ту по го уг ла, ра вен ост ро му уг лу па рал ле ло грам ма.

70. До ка жи те, что угол ме ж ду вы со та ми па рал ле ло грам ма, про ве дён ны -
ми из вер ши ны ост ро го уг ла, ра вен ту по му уг лу па рал ле ло грам ма.

71. Угол ме ж ду вы со та ми па рал ле ло грам ма, про ве дён ны ми из вер ши ны
ту по го уг ла, ра вен 30°. Най ди те пе ри метр па рал ле ло грам ма, ес ли его
вы со ты рав ны 4 см и 6 см.

72. Вы со ты па рал ле ло грам ма, про ве дён ные из вер ши ны ост ро го уг ла, об-
 ра зу ют угол 150°, сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 10 см и 18 см. Най -
ди те вы со ты па рал ле ло грам ма.

73. Че рез про из воль ную точ ку ос но ва ния рав но бед рен но го тре уголь ни ка
про ве де ны пря мые, па рал лель ные его бо ко вым сто ро нам. До ка жи те,
что пе ри метр об ра зо вав ше го ся че ты рёх уголь ни ка ра вен сум ме бо ко -
вых сто рон дан но го тре уголь ни ка.
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74. Че рез ка ж дую вер ши ну тре уголь ни ка ABC про ве де на пря мая, па рал -
лель ная про ти во ле жа щей сто ро не. Сум ма пе ри мет ров всех об ра зо -
вав ших ся па рал ле ло грам мов рав на 100 см. Най ди те пе ри метр тре-
 уголь ни ка ABC.

75. По строй те па рал ле ло грамм:
1) по двум сто ро нам и уг лу ме ж ду ни ми;
2) по двум диа го на лям и сто ро не;
3) по сто ро не, диа го на ли и уг лу ме ж ду ни ми.

76. По строй те па рал ле ло грамм:
1) по двум сто ро нам и диа го на ли;
2) по двум диа го на лям и уг лу ме ж ду ни ми.

77. Да ны три точ ки, не ле жа щие на од ной пря мой. По строй те па рал ле -
ло грамм, вер ши на ми ко то ро го яв ля ют ся дан ные точ ки. Сколь ко ре-
 ше ний име ет за да ча?

78. Точ ка пе ре се че ния бис сек трис двух со сед них уг лов па рал ле ло грам ма
при над ле жит его сто ро не. Най ди те от но ше ние со сед них сто рон па-
 рал ле ло грам ма.

79. На сто ро не BC па рал ле ло грам ма ABCD су ще ст ву ет та кая точ ка M,
что BM = MD = CD. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма, ес ли AD = BD.

80. По строй те па рал ле ло грамм:
1) по сто ро не, про ве дён ной к ней вы со те и диа го на ли;
2) по двум диа го на лям и вы со те;
3) по ост ро му уг лу и двум вы со там, про ве дён ным к двум со сед ним сто-
 ро нам.

81. По строй те па рал ле ло грамм:
1) по двум сто ро нам и вы со те;
2) по диа го на ли и двум вы со там, про ве дён ным к  двум со сед ним сто-
 ро нам.

82. Из вер ши ны B па рал ле ло грам ма ABCD опу щен пер пен ди ку ляр BE
на диа го наль AC. Че рез точ ку A про ве де на пря мая m, пер пен ди ку -
ляр ная пря мой AD, а че рез точ ку C — пря мая n, пер пен ди ку ляр ная
пря мой CD. До ка жи те, что точ ка пе ре се че ния пря мых m и n при над-
 ле жит пря мой BE.

83. По строй те па рал ле ло грамм по сто ро не, сум ме диа го на лей и уг лу ме ж-
 ду диа го на ля ми.

84. На сто ро нах AB и BC па рал ле ло грам ма ABCD вне его по строе ны
рав но сто рон ние тре уголь ни ки ABM и BCK. До ка жи те, что тре уголь -
ник MKD — рав но сто рон ний.
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85. Че рез точ ку, при над ле жа щую уг лу, про ве ди те пря мую так, что бы от-
 ре зок этой прямой, заключённый внутри угла, дан ной точ кой де лил -
ся по по лам.

Уп раж не ния для по вто ре ния

86. От ре зок AB ра вен 24 см. Точ ка C при над ле жит пря мой AB, при чём
BC = 5AC. На от рез ке AB от ме че на точ ка D так, что AB = 4BD. Най -
ди те от ре зок CD.

87. Сколь ко су ще ст ву ет не рав ных ме ж ду со бой:
1) пря мо уголь ных тре уголь ни ков со сто ро ной 5 см и уг лом 45°;
2) рав но бед рен ных тре уголь ни ков со сто ро ной 6 см и уг лом 30°;
3) пря мо уголь ных тре уголь ни ков со сто ро ной 7 см и уг лом 60°?

88. Диа го на ли AC и BD че ты рёх уголь ни ка ABCD яв ля ют ся диа мет ра ми
ок руж но сти. До ка жи те, что AB � CD.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

89. Мож но ли квад рат раз ме ром 10 � 10 кле ток раз ре зать на 25 фи гур, ко-
 то рые со сто ят из че ты рёх кле ток и име ют та кой вид: ?

§ 3. При зна ки па рал ле ло грам ма

Оп ре де ле ние па рал ле ло грам ма по зво ля ет сре ди че ты рёх уголь ни ков
рас по зна вать па рал ле ло грам мы. Этой же це ли слу жат сле дую щие три тео-
 ре мы, ко то рые на зы ва ют при зна ка ми па рал ле ло грам ма.

Тео ре ма 3.1
(об рат ная тео ре ме 2.1)

Ес ли в че ты рёх уголь ни ке ка ж дые две про ти во ле жа щие
сто ро ны рав ны, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло -
грамм.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 28 изо бра жён че ты рёх уголь -

ник ABCD, у ко то ро го AB = CD и BC = AD.
До ка жем, что че ты рёх уголь ник ABCD — па-
 рал ле ло грамм. 

Про ве дём диа го наль AC. Тре уголь ни -
ки ABC и CDA рав ны по треть ему при зна ку
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ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да ∠1 = ∠3 и ∠2 = ∠4. Уг лы 1 и 3 яв ля ют ся
на крест ле жа щи ми при пря мых BC и AD и се ку щей AC. Сле до ва тель но,
BC � AD. Ана ло гич но из ра вен ст ва ∠2 = ∠4 сле ду ет, что AB � CD.

Та ким об ра зом, в че ты рёх уголь ни ке ABCD ка ж дые две про ти во ле жа -
щие сто ро ны па рал лель ны, по это му этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло -
грамм. 

Тео ре ма 3.2
Ес ли в че ты рёх уголь ни ке две про ти во ле жа щие сто ро ны
рав ны и па рал лель ны, то этот че ты рёх уголь ник — па рал -
ле ло грамм.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 29 изо бра жён че ты рёх -

уголь ник ABCD, в ко то ром BC = AD
и BC � AD. До ка жем, что че ты рёх уголь ник
ABCD — па рал ле ло грамм.

Про ве дём диа го наль AC. В тре уголь -
ни ках ABC и CDA име ем: BC = AD по ус ло вию, уг лы 1 и 2 рав ны как 
на крест ле жа щие при па рал лель ных пря мых BC и AD и се ку щей AC, а сто-
 ро на AC — об щая. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки ABC и CDA рав ны по пер-
 во му при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да AB = CD. Зна чит, в че ты -
рёх уголь ни ке ABCD ка ж дые две про ти во ле жа щие сто ро ны рав ны. По это -
му по тео ре ме 3.1 че ты рёх уголь ник ABCD — па рал ле ло грамм. 

Тео ре ма 3.3
(об рат ная тео ре ме 2.3)

Ес ли в че ты рёх уголь ни ке диа го на ли точ кой пе ре се че ния
де лят ся по по лам, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло -
грамм.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 30 изо бра жён че ты рёх -

уголь ник ABCD, в ко то ром диа го на ли AC
и BD пе ре се ка ют ся в точ ке O, при чём 
AO = OC и BO = OD. До ка жем, что че ты -
рёх уголь ник ABCD — па рал ле ло грамм.

Так как уг лы BOC и DOA рав ны как вер ти каль ные и AO = OC, BO =
= OD, то тре уголь ни ки BOC и DOA рав ны по пер во му при зна ку ра вен ст ва
тре уголь ни ков. От сю да BC = AD и ∠1 = ∠2. Уг лы 1 и 2 яв ля ют ся на крест
ле жа щи ми при пря мых BC и AD и се ку щей AC. Сле до ва тель но, BC � AD.

22

Рис. 30

A

B C

D
2

1

O

Рис. 29

A

B C

D
2

1



Та ким об ра зом, в че ты рёх уголь ни ке ABCD две про ти во ле жа щие сто-
 ро ны рав ны и па рал лель ны. По тео ре ме 3.2 че ты рёх уголь ник ABCD — па-
 рал ле ло грамм. 

Вы знае те, что тре уголь ник од но знач но за да ёт ся свои ми сто ро на ми,
т. е. за да ча по строе ния тре уголь ни ка по трём сто ро нам име ет един ст вен -
ное ре ше ние. Ина че об сто ит де ло с па рал ле ло грам мом. На ри сун ке 31 изо -
бра же ны па рал ле ло грам мы ABCD, A1B1C1D1, A2B2C2D2, сто ро ны ко то рых
рав ны, т. е. AB = A1B1 = A2B2 и BC = B1C1 = B2C2. Од на ко оче вид но, что са-
 ми па рал ле ло грам мы не рав ны. Ска зан ное оз на ча ет, что ес ли че ты ре рей-
 ки скре пить так, что бы об ра зо вал ся па рал ле ло грамм, то по лу чен ная кон-
 струк ция не бу дет жёст кой.

Это свой ст во па рал ле ло грам ма ши ро ко ис поль зу ет ся на прак ти ке. Бла -
го да ря под виж но сти па рал ле ло грам ма лам пу (рис. 32, a) мож но ус та нав ли -
вать в удоб ное для ра бо ты по ло же ние, а раз движ ную ре шёт ку (рис. 32, б) —
ото дви гать на нуж ное рас стоя ние в двер ном про ёме.

На ри сун ке 33 изо бра же на схе ма ме ха низ ма, яв ляю ще го ся ча стью па-
 ро вой ма ши ны. При уве ли че нии ско ро сти вра ще ния оси ша ры от да ля ют ся
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от неё, тем са мым под ни мая за слон ку, ко то рая ре гу ли ру ет ко ли че ст во па ра.
Ме ха низм на зван па рал ле ло грам мом Уат та в честь изо бре та те ля пер вой
уни вер саль ной па ро вой ма ши ны.

За да ча. До ка жи те, что ес ли в че ты рёх уголь -
ни ке ка ж дые два про ти во ле жа щих уг ла рав ны, то
этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм.

Ре ше ние. На ри сун ке 34 изо бра жён че ты рёх -
уголь ник ABCD, у ко то ро го ∠A = ∠C, ∠B = ∠D.
До ка жем, что че ты рёх уголь ник ABCD — па рал ле -
ло грамм.

По тео ре ме о сум ме уг лов че ты рёх уголь ни ка ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 360°.
Учи ты вая, что ∠A = ∠C, ∠B = ∠D, по лу чим ∠A + ∠B = ∠C + ∠D = 180°.

По сколь ку уг лы A и B — од но сто рон ние уг лы при пря мых AD и BC
и се ку щей AB и их сум ма рав на 180°, то BC � AD.

Ана ло гич но до ка зы ва ют, что AB � CD.
Сле до ва тель но, че ты рёх уголь ник ABCD — па рал ле ло грамм. 

1. Ка кие при зна ки па рал ле ло грам ма вы знае те? Сфор му ли руй те их.
2. Сре ди свойств и при зна ков па рал ле ло грам ма ука жи те вза им но об-

 рат ные тео ре мы.
3. Ка кое свой ст во па рал ле ло грам ма ши ро ко ис поль зу ет ся на прак тике?

Уп раж не ния

90. До ка жи те, что ес ли сум ма уг лов, при ле жа щих к лю бой из двух со сед -
них сто рон че ты рёх уголь ни ка, рав на 180°, то этот че ты рёх уголь ник —
па рал ле ло грамм.

91. Че ты рёх уголь ни ки ABCD и AMKD — па рал ле ло грам мы (рис. 35). До -
ка жи те, что че ты рёх уголь ник BMKC — па рал ле ло грамм.

92. От ре зок AO — ме диа на тре уголь ни ка ABD, от ре зок BO — ме диа на
тре уголь ни ка ABC (рис. 36). До ка жи те, что че ты рёх уголь ник ABCD —
па рал ле ло грамм.

?
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93. На диа го на ли AC па рал ле ло грам ма ABCD от ме ти ли точ ки M и K
так, что AM = CK. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник MBKD — па рал -
ле ло грамм.

94. Две ок руж но сти име ют об щий центр O (рис. 37). В од ной из ок руж -
но стей про ве дён диа метр AB, в дру гой — диа метр CD. До ка жи те, что
че ты рёх уголь ник ACBD — па рал ле ло грамм.

95. Точ ки E и F — со от вет ст вен но се ре ди ны сто рон BC и AD па рал ле ло -
грам ма ABCD. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник AECF — па рал ле ло -
грамм.

96. На сто ро нах AB и CD па рал ле ло грам ма ABCD от ло же ны рав ные от-
 рез ки AM и CK. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник MBKD — па рал ле -
ло грамм.

97. На сто ро нах па рал ле ло грам ма ABCD (рис. 38) от ло же ны рав ные от-
 рез ки AM, BK, CE и DF. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник MKEF —
па рал ле ло грамм.

98. В тре уголь ни ке ABC на про дол же нии ме диа ны AM за точ ку M от ло -
жи ли от ре зок MK, рав ный от рез ку AM. Оп ре де ли те вид че ты рёх -
уголь ни ка ABKC.

99. В че ты рёх уголь ни ке ABCD из вест но, что AB � CD, ∠A = ∠C. До ка -
жи те, что че ты рёх уголь ник ABCD — па рал ле ло грамм.

100. Бис сек три са уг ла A па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ет сто ро ну BC
в точ ке M, а бис сек три са уг ла C — сто ро ну AD в точ ке K. До ка жи те,
что че ты рёх уголь ник AMCK — па рал ле ло грамм.

101. На ри сун ке 39 че ты рёх уголь ник ABCD — па рал ле ло грамм,
∠BCP = ∠DAE. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник APCE — па рал ле ло -
грамм.
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102. На ри сун ке 40 че ты рёх уголь ник ABCD —
па рал ле ло грамм, ∠BEC = ∠DFA. До ка -
жи те, что че ты рёх уголь ник AECF — па-
 рал ле ло грамм.

103. Из вер шин B и D па рал ле ло грам ма
ABCD про ве де ны пер пен ди ку ля ры BM
и DK к диа го на ли AC. До ка жи те, что че-
 ты рёх уголь ник BKDM — па рал ле ло -
грамм.

104. Бис сек три сы уг лов A и C па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ют его
диа го наль BD в точ ках E и F со от вет ст вен но. До ка жи те, что че ты -
рёх уголь ник AECF — па рал ле ло грамм.

105. Че рез се ре ди ну O диа го на ли NP па рал ле ло грам ма MNKP про ве де на
пря мая, пе ре се ка ющая сто ро ны MN и KP в точ ках A и B со от вет ст -
вен но. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник ANBP — па рал ле ло грамм.

106. Че рез точ ку пе ре се че ния диа го на лей па рал ле ло грам ма CDEF про ве -
де ны две пря мые, од на из ко то рых пе ре се ка ет сто ро ны CD и EF
в точ ках A и B со от вет ст вен но, а дру гая — сто ро ны DE и CF в точ-
 ках M и K со от вет ст вен но. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник AMBK —
па рал ле ло грамм.

107. Точ ки M, N, K и P — се ре ди ны сто рон AB, BC, CD и AD па рал ле ло -
грам ма ABCD со от вет ст вен но. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник, вер-
 ши на ми ко то ро го яв ля ют ся точ ки пе ре се че ния пря мых AN, BK, CP
и DM, — па рал ле ло грамм.

Уп раж не ния для по вто ре ния

108. Пря мые, на ко то рых ле жат бис сек три сы AK и BM тре уголь ни ка
ABC, пе ре се ка ют ся под уг лом 74°. Най ди те ∠C.

109. Угол, про ти во ле жа щий ос но ва нию рав но бед рен но го тре уголь ни ка,
ра вен 120°, а вы со та, про ве дён ная к бо ко вой сто ро не, рав на 8 см.
Най ди те ос но ва ние тре уголь ни ка.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

110. Учи тель пред ло жил уче ни ку вы ре зать из лис та кар то на раз ме ром
8 � 8 кле ток во семь квад ра тов раз ме ром 2 � 2 клет ки при ус ло вии не
пор тить клет ки, ко то рые ос та лись. По том ока за лось, что ну жен ещё
один та кой квад рат. Все гда ли мож но вы ре зать его из ос тат ков листа?
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Ко гда сде ла ны уро ки

Не об хо ди мо и дос та точ но

Из кур са гео мет рии 7 клас са вы уз на ли, что боль шин ст во тео рем со-
 сто ят из двух час тей: ус ло вия (то, что да но) и за клю че ния (то, что тре бу ет -
ся до ка зать).

Ес ли ут вер жде ние, вы ра жаю щее ус ло вие, обо зна чить бу к вой A, а ут -
вер жде ние, вы ра жаю щее за клю че ние, — бу к вой B, то фор му ли ров ку тео ре -
мы мож но изо бра зить сле дую щей схе мой:

ес ли A, то B.
На при мер, тео ре му 2.3 мож но сфор му ли ро вать так:

A B

ес ли , то 

То гда тео ре му 3.3, об рат ную тео ре ме 2.3, фор му ли ру ют так:

B A

ес ли , то 

Час то в по все днев ной жиз ни в сво их вы ска зы ва ни ях мы поль зу ем ся
сло ва ми «не об хо ди мо», «дос та точ но». При ве дём не сколь ко при ме ров.

● Для то го что бы уметь ре шать за да чи, не об хо ди мо знать тео ремы.
● Ес ли вы на ма те ма ти че ской олим пиа де пра виль но ре ши ли все

пред ло жен ные за да чи, то это го дос та точ но для то го, что бы за нять пер-
 вое ме сто.

● Для то го что бы стре лок по пал в ми шень B
(рис. 41), ему дос та точ но по пасть в ми шень A, а для
то го, что бы по пасть в ми шень A, не об хо ди мо по пасть
в ми шень B.

Упот реб ле ние слов «не об хо ди мо» и «дос та точ -
но» тес но свя за но с тео ре ма ми.

Рас смот рим тео ре му:

A B

ес ли , то на ту раль ное чис ло 
крат но 10 это чис ло крат но 5

диа го на ли че ты рёх угол ь  ни ка точ кой
пе ре се че ния де лят ся по по лам

че ты рёх уголь ник яв ля -
ет ся па рал ле ло грам мом

че ты рёх уголь ник яв ля -
ет ся па рал ле ло грам мом

диа го на ли че ты рёх угол ь  ни ка точ кой
пе ре се че ния де лят ся по по лам
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Ус ло вие A яв ля ет ся дос та точ ным для за клю че ния B. Вме сте с тем де-
 ли мость чис ла на це ло на 5 (ут вер жде ние B) не об хо ди ма для де ли мо сти чис-
 ла на це ло на 10 (ут вер жде ние A).

При ве дём ещё один при мер.

A B

ес ли , то 

В этой тео ре ме ут вер жде ние A яв ля ет ся дос та точ ным ус ло ви ем для
ут вер жде ния B, т. е. для то го, что бы два уг ла бы ли рав ны, дос та точ но, что-
 бы они бы ли вер ти каль ны ми. В этой же тео ре ме ут вер жде ние B яв ля ет ся не-
 об хо ди мым ус ло ви ем для ут вер жде ния A, т. е. для то го, что бы два уг ла бы-
 ли вер ти каль ны ми, не об хо ди мо, что бы они бы ли рав ны. От ме тим, что ут -
вер жде ние B не яв ля ет ся дос та точ ным ус ло ви ем для ут вер жде ния A.
Дей ст ви тель но, ес ли два уг ла рав ны, то это со всем не оз на ча ет, что они вер-
 ти каль ные.

Итак, в лю бой тео ре ме ви да ес ли A, то B ут вер жде ние A яв ля ет ся до-
с та точ ным для ут вер жде ния B, а ут вер жде ние B — не об хо ди мым для ут вер -
жде ния A.

Ес ли спра вед ли ва не толь ко тео ре ма
ес ли A, то B,

но и об рат ная тео ре ма
ес ли B, то A,

то A яв ля ет ся не об хо ди мым и дос та точ ным ус ло ви ем для B, а B — не об -
хо ди мым и дос та точ ным ус ло ви ем для A.

На при мер, тео ре мы 3.3 и 2.3 яв ля ют ся вза им но об рат ны ми. На язы ке
«не об хо ди мо — дос та точ но» этот факт мож но сфор му ли ро вать так:

для то го что бы че ты рёх уголь ник был па рал ле ло грам мом, не об хо -
ди мо и дос та точ но, что бы его диа го на ли точ кой пе ре се че ния де-
 ли лись по по лам.

Под черк нём, что ес ли в тео ре ме есть сло ва «не об хо ди мо и дос та точ -
но», то она объ е ди ня ет две тео ре мы: пря мую и об рат ную (пря мой тео ре -
мой мо жет быть лю бая из двух тео рем, то гда дру гая бу дет об рат ной). Сле -
до ва тель но, до ка за тель ст во та кой тео ре мы долж но со сто ять из двух час тей:
до ка за тельств пря мой и об рат ной тео рем. Тео ре му, объ еди ня ющую пря-
 мую и об рат ную тео ре мы, на зы ва ют кри те ри ем.

Ино гда вме сто «не об хо ди мо и дос та точ но» го во рят «то гда и толь ко
то гда». На при мер, вза им но об рат ные тео ре мы 2.1 и 3.1 мож но объ еди нить
в сле ду ющий кри те рий: 

два угла являются 
вертикальными эти углы равны
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че ты рёх уголь ник яв ля ет ся па рал ле ло грам мом то гда и толь ко то-
 гда, ко гда ка ж дые две его про ти во ле жа щие сто ро ны рав ны.
Сфор му ли руй те са мо стоя тель но тео ре му 2.2 и клю че вую за да чу из § 3

в ви де тео ре мы-кри те рия.

§ 4. Пря мо уголь ник

Па рал ле ло грамм — это че ты рёх уголь ник, од на ко оче вид но, что не ка -
ж дый че ты рёх уголь ник яв ля ет ся па рал ле ло грам мом. В этом слу чае го во -
рят, что па рал ле ло грам мы — это ча ст ный вид че ты рёх уголь ни ков. Схе ма,
изо бра жён ная на ри сун ке 42, ил лю ст ри ру ет этот факт.

Су ще ст ву ют так же ча ст ные ви ды па рал ле ло грам мов. Од ним из них
яв ля ет ся пря мо уголь ник.

Оп ре де ле ние
Пря мо уголь ни ком на зы ва ют па рал ле ло грамм, у ко то ро го
все уг лы пря мые.

На ри сун ке 43 изо бра жён пря мо уголь ник ABCD.
Из оп ре де ле ния сле ду ет, что пря мо уголь ник об ла да ет все ми свой ст -

ва ми па рал ле ло грам ма: в пря мо уголь ни ке про ти во ле жа щие сто ро ны
рав ны, диа го на ли точ кой пе ре се че ния де лят ся по по лам.

Од на ко пря мо уголь ник име ет так же свои осо бые свой ст ва, ко то ры ми
не об ла да ет па рал ле ло грамм, от лич ный от пря мо уголь ни ка. Так, из оп ре -
де ле ния сле ду ет, что все уг лы пря мо уголь ни ка рав ны. Ещё од но свой ство
пря мо уголь ни ка вы ра жа ет сле ду ющая тео ре ма.

Тео ре ма 4.1
Диа го на ли пря мо уголь ни ка рав ны.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 44 изо бра жён пря мо уголь ник ABCD. До ка жем, что его

диа го на ли AC и BD рав ны.
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В пря мо уголь ных тре уголь ни ках ABD и DCA ка те ты AB и DC рав-
 ны, а ка тет AD — об щий. По это му тре уголь ни ки ABD и DCA рав ны по
двум ка те там. От сю да BD = AC. 

Оп ре де ле ние пря мо уголь ни ка да ёт воз мож ность сре ди па рал ле ло -
грам мов рас по зна вать пря мо уголь ни ки. Этой же це ли слу жат сле дую щие
две тео ре мы, ко то рые на зы ва ют при зна ка ми пря мо уголь ни ка.

Тео ре ма 4.2
Ес ли один из уг лов па рал ле ло грам ма пря мой, то этот па-
 рал ле ло грамм — пря мо уголь ник.

До ка жи те эту тео ре му са мо стоя тель но.

Тео ре ма 4.3
Ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма рав ны, то этот па рал -
ле ло грамм — пря мо уголь ник.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 45 изо бра жён па рал ле ло грамм

ABCD, диа го на ли AC и BD ко то ро го рав ны. До ка -
жем, что па рал ле ло грамм ABCD — пря мо уголь ник.

Рас смот рим тре уголь ни ки ABD и DCA. У них
AB = CD, BD = AC, AD — об щая сто ро на. Сле до ва -
тель но, эти тре уголь ни ки рав ны по треть ему при зна ку
ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да ∠BAD = ∠CDA.
Эти уг лы яв ля ют ся од но сто рон ни ми при па рал лель -
ных пря мых AB и DC и се ку щей AD. Сле до ва тель но,
∠BAD + ∠CDA = 180°. То гда ∠BAD = ∠CDA = 90°. По это му по тео ре ме 4.2
па рал ле ло грамм ABCD — пря мо уголь ник. 

1. Ка кую фи гу ру на зы ва ют пря мо уголь ни ком?
2. Ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет пря мо уголь ник?
3. Ка ким осо бым свой ст вом об ла да ют диа го на ли пря мо уголь ни ка?
4. По ка ким при зна кам мож но ус та но вить, что па рал ле ло грамм яв ля -

ет ся пря мо уголь ни ком?

Прак ти че ские за да ния

111. На чер ти те пря мо уголь ник. Поль зу ясь толь ко ли ней кой, най ди те точ-
 ку, рав но уда лён ную от его вер шин.

?
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Уп раж не ния

112. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник, все уг лы ко то ро го пря мые, яв ля ет ся
пря мо уголь ни ком.

113. Диа го на ли пря мо уголь ни ка ABCD (рис. 46) пе-
 ре се ка ют ся в точ ке O. До ка жи те, что тре-
 уголь ни ки AOB и AOD — рав но бед рен ные.

114. Диа го на ли пря мо уголь ни ка ABCD (см. рис. 46)
пе ре се ка ют ся в точ ке O, ∠ABD = 64°. Най ди -
те ∠COD и ∠AOD.

115. Диа го на ли пря мо уголь ни ка ABCD (см. рис. 46)
пе ре се ка ют ся в точ ке O, ∠ADB = 30°, BD = 10 см. Най ди те пе ри метр
тре уголь ни ка AOB.

116. Угол ме ж ду диа го на ля ми пря мо уголь ни ка ра вен 60°, а мень шая сто ро-
 на пря мо уголь ни ка рав на 8 см. Най ди те диа го наль пря мо уголь ни ка.

117. На диа го на ли AC пря мо уголь ни ка ABCD от ло же ны рав ные от рез ки AM
и CK (точ ка M ле жит ме ж ду точ ка ми A и K). До ка жи те, что че ты рёх -
уголь ник BKDM — па рал ле ло грамм, от лич ный от пря моугольника.

118. На про дол же нии диа го на ли BD пря мо уголь ни ка ABCD за точ ку B от-
 ме ти ли точ ку E, а на про дол же нии за точ ку D — точ ку F так, что
BE = DF. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник AECF — па рал ле ло грамм,
от лич ный от пря мо уголь ни ка.

119. Точ ка M — се ре ди на сто ро ны BC пря мо уголь ни ка ABCD, MA � MD,
пе ри метр пря мо уголь ни ка ра вен 36 см. Най ди те сто ро ны пря мо -
уголь ни ка.

120. Пе ри метр пря мо уголь ни ка ABCD ра вен 30 см. Бис сек три сы уг лов A
и D пе ре се ка ют ся в точ ке M, принадлежащей сто ро не BC. Най ди те
сто ро ны пря мо уголь ни ка.

121. Ги по те ну за рав но бед рен но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на
55 см. Пря мо уголь ник ABCD по стро ен так, что две его вер ши ны A
и D при над ле жат ги по те ну зе, а две дру гие — ка те там дан но го тре-
 уголь ни ка. Най ди те сто ро ны пря мо уголь ни ка, ес ли AB : BC = 3 : 5.

122. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, AC = BC = 6 см. Пря мо -
уголь ник CMKN по стро ен так, что точ ка M при над ле жит ка те ту AC,
точ ка N — ка те ту BC, а точ ка K — ги по те ну зе AB. Най ди те пе ри метр
пря мо уголь ни ка CMKN.

123. До ка жи те, что ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма об ра зу ют рав ные уг-
 лы с од ной из его сто рон, то этот па рал ле ло грамм яв ля ет ся пря мо -
уголь ни ком.
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124. До ка жи те, что ме диа на пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная
к ги по те ну зе, рав на её по ло ви не.

125. По строй те пря мо уголь ник:
1) по двум сто ро нам;
2) по диа го на ли и уг лу ме ж ду диа го на лью и сто ро ной.

126. По строй те пря мо уголь ник:
1) по сто ро не и диа го на ли;
2) по диа го на ли и уг лу ме ж ду диа го на ля ми.

127. Се ре дин ный пер пен ди ку ляр диа го на ли AC пря мо уголь ни ка ABCD
пе ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке M так, что BM : MC = 1 : 2. Най ди те
уг лы, на ко то рые диа го наль пря мо уголь ни ка де лит его угол.

128. В пря мо уголь ни ке ABCD из вест но, что ∠BCA : ∠DCA = 1 : 5,
AC = 18 см. Най ди те рас стоя ние от точ ки C до диа го на ли BD.

129. До ка жи те, что бис сек три сы уг лов па рал ле ло грам ма, у ко то ро го со сед-
 ние сто ро ны не рав ны, пе ре се ка ясь, об ра зу ют пря мо уголь ник.

130. По строй те пря мо уголь ник по сто ро не и уг лу ме ж ду диа го на ля ми, про-
 ти во ле жа ще му дан ной сто ро не.

131. По строй те пря мо уголь ник:
1) по диа го на ли и раз но сти двух сто рон;
2) по пе ри мет ру и диа го на ли;
3) по пе ри мет ру и уг лу ме ж ду диа го на ля ми.

Уп раж не ния для по вто ре ния

132. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 48°, от рез ки AK и BM — его
вы со ты. Най ди те угол ме ж ду пря мы ми AK и BM.

133. На сто ро не AC тре уголь ни ка ABC от ме ти ли точ ку D так, что
∠A = ∠CBD. Най ди те угол ABC, ес ли тре уголь ни ки ABD и BCD ещё
име ют рав ные уг лы.

134. От ре зок AD — бис сек три са тре уголь ни ка ABC. Че рез точ ку C про ве -
де на пря мая, ко то рая па рал лель на пря мой AD и пе ре се ка ет пря мую
AB в точ ке E. Оп ре де ли те вид тре уголь ни ка ACE.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

135. На плос ко сти от ме ти ли 1000 то чек. До ка жи те, что су ще ст ву ет пря-
 мая, от но си тель но ко то рой в ка ж дой по лу плос ко сти ле жат по
500 точек.
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§ 5. Ромб

Вы уже зна ете, что пря мо уголь ник — это ча стный вид па рал ле ло грам -
ма. По зна ко мим ся ещё с од ним ви дом па рал ле ло грам ма — ром бом.

Оп ре де ле ние
Ром бом на зы ва ют па рал ле ло грамм, у ко то ро го все сто ро-
 ны рав ны.

На ри сун ке 47 изо бра жён ромб ABCD.
Из оп ре де ле ния сле ду ет, что ромб об -

ла да ет все ми свой ст ва ми па рал ле ло грам ма:
в ром бе про ти во ле жа щие уг лы рав ны,
диа го на ли точ кой пе ре се че ния де лят ся
по по лам.

Од на ко ромб име ет и свои осо бые свой-
 ст ва.

Тео ре ма 5.1
Диа го на ли ром ба пер пен ди ку ляр ны и яв ля ют ся бис сек -
три са ми его уг лов.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 48 изо бра жён ромб ABCD,

диа го на ли ко то ро го пе ре се ка ют ся в точ ке O.
До ка жем, что BD � AC и ∠ABO = ∠CBO.

Так как по оп ре де ле нию ром ба все его
сто ро ны рав ны, то тре уголь ник ABC — рав но -
бед рен ный (AB = BC). По свой ст ву диа го на -
лей па рал ле ло грам ма AO = OC. То гда от ре -
зок BO яв ля ет ся ме диа ной тре уголь ни ка ABC,
а зна чит, и вы со той и бис сек три сой это го тре-
 уголь ни ка. Сле до ва тель но, BD � AC и ∠ABO =
= ∠CBO. 

Рас по зна вать ром бы сре ди па рал ле ло грам мов по зво ля ет не толь ко
оп ре де ле ние ром ба, но и сле дую щие две тео ре мы, ко то рые на зы ва ют при-
 зна ка ми ром ба.

Тео ре ма 5.2
Ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма пер пен ди ку ляр ны, то
этот па рал ле ло грамм — ромб.
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Тео ре ма 5.3
Ес ли диа го наль па рал ле ло грам ма яв ля ет ся бис сек три сой
его уг ла, то этот па рал ле ло грамм — ромб.

До ка жи те эти тео ре мы са мо стоя тель но.

1. Ка кую фи гу ру на зы ва ют ром бом?
2. Ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет ромб?
3. Ка ки ми осо бы ми свой ст ва ми об ла да ют диа го на ли ром ба?
4. По ка ким при зна кам мож но ус та но вить, что па рал ле ло грамм яв ля -

ет ся ром бом?

Прак ти че ские за да ния

136. На чер ти те ромб со сто ро ной 5 см и уг лом 40°. Про ве ди те две вы со ты
из вер ши ны его ост ро го уг ла и две вы со ты из вер ши ны ту по го уг ла.

Уп раж не ния

137. До ка жи те, что ес ли две со сед ние сто ро ны па-
 рал ле ло грам ма рав ны, то он яв ля ет ся ром бом.

138. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник, все сто ро ны
ко то ро го рав ны, яв ля ет ся ром бом.

139. Диа го наль AC ром ба ABCD (рис. 49) об ра зу ет
со сто ро ной AD угол 42°. Най ди те все уг лы
ром ба.

140. В ром бе ABCD из вест но, что ∠C = 140°, а диа -
го на ли пе ре се ка ют ся в точ ке O. Най ди те уг лы
тре уголь ни ка AOB.

141. Од на из диа го на лей ром ба рав на его сто ро не. Най ди те уг лы ром ба.
142. Най ди те уг лы ром ба, ес ли его пе ри метр ра вен 24 см, а вы со та рав на

3 см.
143. Най ди те пе ри метр ром ба ABCD, ес ли ∠A = 60°, BD = 9 см.
144. Угол D ром ба ABCD в 8 раз боль ше уг ла CAD. Най ди те ∠BAD.
145. Уг лы, ко то рые сто ро на ром ба об ра зу ет с его диа го на ля ми, от но сят ся

как 2 : 7. Най ди те уг лы ром ба.
146. Точ ки M и K — со от вет ст вен но се ре ди ны сто рон AB и BC ром-

 ба ABCD. До ка жи те, что MD = KD.
147. Точ ки E и F — со от вет ст вен но се ре ди ны сто рон BC и CD ром-

 ба ABCD. До ка жи те, что ∠EAC = ∠FAC.

?
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148. До ка жи те, что вы со ты ром ба рав ны.

149. Вы со та ром ба, про ве дён ная из вер ши ны его ту по го уг ла, де лит сто ро-
 ну ром ба по по лам. Мень шая диа го наль ром ба рав на 4 см. Най ди те уг-
 лы и пе ри метр ром ба.

150. До ка жи те, что диа го наль ром ба де лит по по лам угол ме ж ду вы со та ми
ром ба, про ве дён ны ми из той же вер ши ны, что и диа го наль.

151. На сто ро нах AB и AD ром ба ABCD от ло же ны рав ные от рез ки AE
и AF со от вет ст вен но. До ка жи те, что ∠CEF = ∠CFE.

152. От ре зок AM — бис сек три са тре уголь ни ка ABC. Че рез точ ку M про ве-
 де ны пря мая, па рал лель ная сто ро не AC и пе ре се каю щая сто ро ну AB
в точ ке K, и пря мая, па рал лель ная сто ро не AB и пе ре се каю щая сто-
 ро ну AC в точ ке D. До ка жи те, что AM � DK.

153. Бис сек три сы уг лов A и B па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ют его
сто ро ны BC и AD в точ ках F и E со от вет ст вен но. Оп ре де ли те вид че-
 ты рёх уголь ни ка ABFE.

154. В тре уголь ни ке ABC про ве дён се ре дин ный пер пен ди ку ляр его бис-
 сек три сы BD, ко то рый пе ре се ка ет сто ро ны AB и BC в точ ках K и P
со от вет ст вен но. Оп ре де ли те вид че ты рёх уголь ни ка BKDP.

155. По строй те ромб:
1) по сто ро не и уг лу;
2) по двум диа го на лям;
3) по вы со те и уг лу.

156. По строй те ромб:
1) по сто ро не и диа го на ли;
2) по вы со те и диа го на ли.

157. В пря мо уголь ни ке ABCD из вест но, что AD = 9 см, ∠BDA = 30°. На
сто ро нах BC и AD от ме ти ли со от вет ст вен но точ ки M и K так, что
об ра зо вал ся ромб AMCK. Най ди те сто ро ну это го ром ба.

158. По строй те ромб по диа го на ли и уг лу ром ба, вер ши на ко то ро го при-
 над ле жит этой диа го на ли.

159. По строй те ромб по диа го на ли и про ти во ле жа ще му ей уг лу ром ба.

160. По строй те ромб:
1) по сум ме диа го на лей и уг лу ме ж ду диа го на лью и сто ро ной;
2) по ост ро му уг лу и раз но сти диа го на лей;
3) по ост ро му уг лу и сум ме сто ро ны и вы со ты;
4) по сто ро не и сум ме диа го на лей;
5) по ту по му уг лу и сум ме диа го на лей;
6) по сто ро не и раз но сти диа го на лей.
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161. Да ны точ ки M, N и K. По строй те ромб ABCD так, что бы точ ка M
бы ла се ре ди ной сто ро ны AB, а точ ки N и K — ос но ва ния ми вы сот,
про ве дён ных из вер ши ны B к сто ро не AD и из вер ши ны D к сто ро -
не BC со от вет ст вен но.

Уп раж не ния для по вто ре ния

162. На сто ро нах уг ла с вер ши ной в точ ке A от ло же ны рав ные от рез ки
AB и AC. Че рез точ ки B и C про ве де ны пря мые, пер пен ди ку ляр ные
сто ро нам AB и AC со от вет ст вен но, ко то рые пе ре се ка ют ся в точ ке D.
До ка жи те, что луч AD яв ля ет ся бис сек три сой уг ла BAC.

163. На про дол же нии сто ро ны AC тре уголь ни ка ABC за точ ку A от ме ти -
ли точ ку D так, что AD = AB, а на про дол же нии этой сто ро ны за точ-
 ку C — точ ку E так, что CE = BC. Най ди те уг лы и пе ри метр тре уголь -
ни ка ABC, ес ли DE = 18 см, ∠BDA = 15°, ∠BEC = 36°.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

164. На бу ма ге в клет ку вы бра ли про из воль но 100 кле ток. До ка жи те, что
сре ди них мож но най ти не ме нее 25 кле ток, не имею щих об щих точек.

§ 6. Квад рат

Оп ре де ле ние
Квад ра том на зы ва ют пря мо уголь ник, у ко то ро го все сто-
 ро ны рав ны.

На ри сун ке 50 изо бра жён квад рат ABCD.
Из оп ре де ле ния сле ду ет, что квад рат — это ромб,

у ко то ро го все уг лы рав ны. Зна чит, квад рат яв ля ет ся ча -
стным ви дом и пря мо уголь ни ка, и ром ба. Это ил лю стри -
ру ет схе ма, изо бра жён ная на ри сун ке 51. По это му квад-
 рат об ла да ет все ми свой ства ми пря мо уголь ни ка и ром ба.
От сю да сле ду ет, что все уг лы квад ра та пря мые; диа го на ли квад ра та
рав ны, пер пен ди ку ляр ны и яв ля ют ся бис сек три са ми его уг лов.

1. Ка кую фи гу ру на зы ва ют квад ра том?
2. Ка кой ромб яв ля ет ся квад ра том?
3. Ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет квад рат?

?
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Уп раж не ния

165. До ка жи те, что ес ли один из уг лов ром ба пря мой, то этот ромб яв ля -
ет ся квад ра том.

166. До ка жи те, что ес ли две со сед ние сто ро ны пря мо уголь ни ка рав ны, то
этот пря мо уголь ник яв ля ет ся квад ра том.

167. Диа го наль BD квад ра та ABCD рав на 5 см. Ка ко ва дли на диа го на -
ли AC? Че му рав ны уг лы тре уголь ни ка AOB, где точ ка O — точ ка пе-
 ре се че ния диа го на лей квад ра та?

168. На сто ро не BC квад ра та ABCD (рис. 52) от ме ти ли точ ку K так, что
∠AKB = 74°. Най ди те ∠CAK.

169. На сто ро не BC квад ра та ABCD от ме ти ли точ ку K так, что AK = 2BK.
Най ди те ∠KAD.

170. Вер но ли ут вер жде ние:
1) лю бой квад рат яв ля ет ся па рал ле ло грам мом;
2) лю бой ромб яв ля ет ся квад ра том;
3) лю бой пря мо уголь ник яв ля ет ся квад ра том;
4) лю бой квад рат яв ля ет ся пря мо уголь ни ком;
5) лю бой квад рат яв ля ет ся ром бом;
6) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка рав ны, то он яв ля ет ся пря мо -

уголь ни ком;
7) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка пер пен ди ку ляр ны, то он яв ля -

ет ся ром бом;
8) су ще ст ву ет ромб, ко то рый яв ля ет ся пря мо уголь ни ком;
9) су ще ст ву ет квад рат, ко то рый не яв ля ет ся ром бом;

10) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка не пер пен ди ку ляр ны, то он не
яв ля ет ся ром бом;
11) ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма не рав ны, то он не яв ля ет ся пря-
 мо уголь ни ком;
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12) ес ли диа го наль пря мо уголь ни ка де лит его угол по по лам, то этот
пря мо уголь ник яв ля ет ся квад ра том?

171. Че рез вер ши ны квад ра та про ве де ны пря мые, па рал лель ные его диа-
 го на лям. До ка жи те, что точ ки пе ре се че ния этих пря мых яв ля ют ся
вер ши на ми квад ра та.

172. В пря мо уголь ном тре уголь ни ке че рез точ ку пе ре се че ния бис сек три -
сы пря мо го уг ла и ги по те ну зы про ве де ны пря мые, па рал лель ные ка-
 те там. До ка жи те, что об ра зо вав ший ся че ты рёх уголь ник яв ля ет ся
квад ра том.

173. Точ ки M, K, N, P яв ля ют ся со от вет ст вен но се ре ди на ми сто рон AB,
BC, CD и AD квад ра та ABCD. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник MKNP —
квад рат.

174. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, AC = BC = 14 см. Две
сто ро ны квад ра та CDEF ле жат на ка те тах тре уголь ни ка ABC, а вер-
 ши на E при над ле жит ги по те ну зе AB. Най ди те пе ри метр квад ра -
та CDEF.

175. В квад ра те ABCD от ме ти ли точ ку M так, что тре уголь ник AMB —
рав но сто рон ний. До ка жи те, что тре уголь ник CMD — рав но бед -
рен ный.

176. До ка жи те, что ес ли диа го на ли па-
 рал ле ло грам ма рав ны и пер пен -
ди ку ляр ны, то этот па рал ле ло -
грамм яв ля ет ся квад ра том.

177. Че ты рёх уголь ни ки ABCD, DEFM,
MNKL, LPOS, SQTV — квад ра ты
(рис. 53). Най ди те сум му длин сто-
 рон квад ра тов, ко то рые не ле жат
на пря мой AV, ес ли дли на от рез -
ка AV рав на 16 см.

178. По строй те квад рат по его стороне.

179. До ка жи те, что точ ки пе ре се че ния бис сек трис уг лов пря мо уголь ни ка,
не яв ляю ще го ся квад ра том, яв ля ют ся вер ши на ми квад ра та.

180. Вер ши ны M и K рав но сто рон не го тре уголь ни ка AMK при над ле жат
сто ро нам BC и CD квад ра та ABCD. До ка жи те, что MK � BD.

181. Да ны точ ки M и K. По строй те квад рат ABCD так, что бы точ ка M
бы ла се ре ди ной сто ро ны AB, а точ ка K — се ре ди ной сто ро ны BC.

182. Че рез про из воль ную точ ку, при над ле жа щую квад ра ту, про ве де ны две
пер пен ди ку ляр ные пря мые, ка ж дая из ко то рых пе ре се ка ет две про ти-
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 во ле жа щие сто ро ны квад ра та. До ка жи те, что от рез ки этих пря мых,
при над ле жа щие квад ра ту, рав ны.

183. По строй те квад рат:
1) по сум ме диа го на ли и сто ро ны;
2) по раз но сти диа го на ли и сто ро ны.

184. В квад ра те ABCD от ме че на точ ка O так, что ∠OAD = ∠ODA = 15°.
До ка жи те, что тре уголь ник BOC — рав но сто рон ний.

185. На сто ро нах BC и CD квад ра та ABCD от ме че ны точ ки M и E так,
что уг лы BAM и MAE рав ны. До ка жи те, что AE = BM + DE.

Уп раж не ния для по вто ре ния

186. На ри сун ке 54 AB � CD, AB = AE, CD = CE. До ка жи те, что BE � DE.
187. На ри сун ке 55 EF � AD, BF = KF, CF = DF. До ка жи те, что EF � BC.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

188. Рас по ло жи те на плос ко сти во семь то чек так, что бы на се ре дин ном
пер пен ди ку ля ре лю бо го от рез ка с кон ца ми в этих точ ках ле жа ли ров-
 но две из этих то чек.

§ 7. Сред няя ли ния тре уголь ни ка

Оп ре де ле ние
Сред ней ли ни ей тре уголь ни ка на зы ва ют от ре зок, со еди -
няю щий се ре ди ны двух его сто рон.

На ри сун ке 56 от рез ки MN, NE, EM — сред ние ли нии тре уголь ни -
ка ABC.
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Тео ре ма 7.1
Сред няя ли ния тре уголь ни ка, со еди няю щая се ре ди ны
двух его сто рон, па рал лель на треть ей сто ро не и рав на её
по ло ви не.

До ка за тель ст во
Пусть MN — сред няя ли ния тре уголь ни -

ка ABC (рис. 57). До ка жем, что MN � AC

и .

На пря мой MN от ме тим точ ку E так, что
MN = NE (см. рис. 57). Со еди ним точ ки E и C.
По сколь ку точ ка N яв ля ет ся се ре ди ной от рез -
ка BC, то BN = NC. Кро ме то го, уг лы 1 и 2 рав -
ны как вер ти каль ные. Сле до ва тель но, тре-
 уголь ни ки MBN и ECN рав ны по пер во му при-
 зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. От сю да MB = EC и ∠3 = ∠4. Учи ты вая, что
AM = MB, по лу чим: EC = AM. Уг лы 3 и 4 яв ля ют ся на крест ле жа щи ми при
пря мых AB и EC и се ку щей BC. То гда AB � EC.

Та ким об ра зом, в че ты рёх уголь ни ке AMEC сто ро ны AM и EC па рал-
 лель ны и рав ны. Сле до ва тель но, по тео ре ме 3.2 че ты рёх уголь ник AMEC
яв ля ет ся па рал ле ло грам мом. От сю да ME � AC, т. е. MN � AC.

Так же ME = AC. Так как , то . 

За да ча. До ка жи те, что се ре ди ны сто рон че ты рёх уголь ни ка яв ля ют ся
вер ши на ми па рал ле ло грам ма.

Ре ше ние. В че ты рёх уголь ни ке ABCD
точ ки M, N, K и P — се ре ди ны сто рон AB, BC,
CD и AD со от вет ст вен но (рис. 58).

От ре зок MN — сред няя ли ния тре уголь -
ни ка ABC. По свой ст ву сред ней ли нии 

MN � AC и .

От ре зок PK — сред няя ли ния тре уголь -
ни ка ADC. По свой ст ву сред ней ли нии 

PK � AC и .

Так как MN � AC и PK � AC, то MN � PK.

Из то го, что и , по лу ча ем: .MN AC= 1
2

PK AC= 1
2

MN PK AC= = 1
2

PK AC= 1
2

MN AC= 1
2

MN ME= 1
2

MN AC= 1
2

MN AC= 1
2
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Сле до ва тель но, в че ты рёх уголь ни ке MNKP сто ро ны MN и PK рав ны
и па рал лель ны, а зна чит, че ты рёх уголь ник MNKP — па рал ле ло грамм. 

1. Что на зы ва ют сред ней ли ни ей тре уголь ни ка?
2. Сколь ко сред них ли ний мож но про вес ти в тре уголь ни ке?
3. Ка ки ми свой ст ва ми об ла да ет сред няя ли ния тре уголь ни ка?

Уп раж не ния

189. Яв ля ет ся ли от ре зок MK сред ней ли ни ей тре уголь ни ка ABC (рис. 59)?
190. Яв ля ет ся ли от ре зок EF сред ней ли ни ей тре уголь ни ка MKP (рис. 60)?
191. От рез ки DE и DF — сред ние ли нии тре уголь ни ка ABC (рис. 61). Яв -

ля ет ся ли от ре зок EF сред ней ли ни ей это го тре уголь ни ка?

192. Сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 6 см, 8 см и 12 см. Най ди те сред ние ли-
 нии это го тре уголь ни ка.

193. Точ ки M и K — се ре ди ны сто рон AB и AC тре уголь ни ка ABC со от -
вет ст вен но. Най ди те пе ри метр тре уголь ни ка ABC, ес ли пе ри метр
тре уголь ни ка MAK ра вен 17 см.

194. До ка жи те, что пе ри метр тре уголь ни ка, сто ро ны ко то ро го яв ля ют ся
сред ни ми ли ния ми тре уголь ни ка ABC, ра вен по ло ви не пе ри мет ра
тре уголь ни ка ABC.

195. Оп ре де ли те вид тре уголь ни ка, в ко то ром сред ние ли нии рав ны ме ж -
ду со бой.

196. До ка жи те, что сред ние ли нии тре уголь ни ка раз би ва ют его на че ты ре
рав ных тре уголь ни ка.

197. Точ ки E и F яв ля ют ся со от вет ст вен но се ре ди на ми сто рон AB и BC
тре уголь ни ка ABC. Най ди те сто ро ну AC, ес ли она на 7 см боль ше от-
 рез ка EF.

198. До ка жи те, что сред няя ли ния DE тре уголь ни ка ABC (точ ки D и E
при над ле жат сто ро нам AB и BC со от вет ст вен но) и его ме диа на BM
точ кой пе ре се че ния де лят ся по по лам.

199. До ка жи те, что вы со та AM тре уголь ни ка ABC пер пен ди ку ляр на его
сред ней ли нии, со еди няю щей се ре ди ны сто рон AB и AC.

?
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200. Най ди те уг лы тре уголь ни ка, две сред ние ли нии ко то ро го рав ны
и пер пен ди ку ляр ны.

201. Сред няя ли ния рав но бед рен но го тре уголь ни ка, па рал лель ная ос но ва -
нию, рав на 6 см. Най ди те сто ро ны дан но го тре уголь ни ка, ес ли его пе-
 ри метр ра вен 46 см.

202. Сум ма диа го на лей че ты рёх уголь ни ка рав на 28 см. Най ди те пе ри метр
че ты рёх уголь ни ка, вер ши ны ко то ро го яв ля ют ся се ре ди на ми сто рон
дан но го че ты рёх уголь ни ка.

203. Вер ши на ми че ты рёх уголь ни ка яв ля ют ся се ре ди ны сто рон ром ба
с диа го на ля ми 8 см и 14 см. Оп ре де ли те вид че ты рёх уголь ни ка и най-
 ди те его сто ро ны.

204. Вер ши на ми че ты рёх уголь ни ка яв ля ют ся се ре ди ны сто рон пря мо -
уголь ни ка с диа го на лью 12 см. Оп ре де ли те вид че ты рёх уголь ни ка
и най ди те его сто ро ны.

205. До ка жи те, что вер ши ны тре уголь ни ка рав но уда ле ны от пря мой, на
ко то рой ле жит его сред няя ли ния.

206. На сто ро нах AB и BC тре уголь ни ка ABC от ме че ны со от вет ст вен но
точ ки M и K так, что AM = 3BM, CK = 3BK. До ка жи те, что
MK � AC, и най ди те MK, ес ли AC = 16 см.

207. Уг лы BAD и BCE — внеш ние уг лы тре уголь ни ка ABC. Из вер ши ны B
про ве де ны пер пен ди ку ля ры BM и BK к бис сек три сам уг лов BAD
и BCE со от вет ст вен но. Най ди те от ре зок MK, ес ли пе ри метр тре-
 уголь ни ка ABC ра вен 18 см.

208. По строй те тре уголь ник по се ре ди нам трёх его сто рон.
209. По строй те па рал ле ло грамм по се ре ди нам трёх его сто рон.

210. Диа го на ли вы пук ло го че ты рёх уголь ни ка ABCD пер пен ди ку ляр ны.
Че рез се ре ди ны сто рон AB и AD про ве де ны пря мые, пер пен ди ку -
ляр ные со от вет ст вен но сто ро нам DC и BC. До ка жи те, что точ ка пе-
 ре се че ния про ве дён ных пря мых при над ле жит пря мой AC.

211. Сто ро ны AB и CD вы пук ло го че ты рёх уголь ни ка ABCD рав ны. Че рез
се ре ди ны диа го на лей AC и BD про ве де на пря мая, ко то рая пе ре се ка -
ет сто ро ны AB и CD в точ ках M и N со от вет ст вен но. До ка жи те, что
∠BMN = ∠CNM.

Уп раж не ния для по вто ре ния

212. К ок руж но сти с цен тром O че рез точ ку C про ве де ны ка са тель ные CA
и CB (A и B — точ ки ка са ния). От ре зок AD — диа метр ок руж но сти.
До ка жи те, что BD � CO.
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213. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = BC, ∠B = 32°, AK — бис сек -
три са тре уголь ни ка. Че рез точ ку K про ве де на пря мая, па рал лель ная
AB, ко то рая пе ре се ка ет сто ро ну AC в точ ке M. Най ди те угол AKM.

214. Диа го наль BD па рал ле ло грам ма ABCD яв ля ет ся его вы со той и рав на
сто ро не BC. Най ди те сто ро ну CD па рал ле ло грам ма, ес ли точ ка B
уда ле на от пря мой CD на 4 см.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

215. Пять то чек при над ле жат рав но сто рон не му тре уголь ни ку, сто ро на ко-
 то ро го рав на 1 см. До ка жи те, что из этих то чек мож но вы брать две,
рас стоя ние ме ж ду ко то ры ми не бо лее 0,5 см.

§ 8. Тра пе ция

Оп ре де ле ние
Тра пе ци ей на зы ва ют че ты рёх уголь ник, у ко то ро го две
сто ро ны па рал лель ны, а две дру гие не па рал лель ны.

Ка ж дый из че ты рёх уголь ни ков, изо бра жён ных на ри сун ке 62, яв ля ет -
ся тра пе ци ей.

Па рал лель ные сто ро ны тра пе ции на зы ва ют ос но ва ния ми, а не па рал -
лель ные — бо ко вы ми сто ро на ми (рис. 63).

В тра пе ции ABCD (BC � AD) уг лы A и D на зы ва ют уг ла ми при ос-
 но ва нии AD, а уг лы B и C — уг ла ми при ос но ва нии BC.

Оп ре де ле ние
Вы со той тра пе ции на зы ва ют пер пен ди ку ляр, опу щен ный
из лю бой точ ки пря мой, со дер жа щей од но из ос но ва ний,
на пря мую, со дер жа щую дру гое ос но ва ние.
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На ри сун ке 64 ка ж дый из от рез ков BM, EF, DK, PQ яв ля ет ся вы со -
той тра пе ции ABCD. Дли ны этих от рез ков рав ны рас стоя нию меж ду па-
 рал лель ны ми пря мы ми BC и AD. По это му BM = EF = DK = PQ.

На ри сун ке 65 изо бра же на
тра пе ция ABCD, у ко то рой бо ко -
вые сто ро ны AB и CD рав ны. Та -
кую тра пе цию на зы ва ют рав но бо -
кой или рав но бед рен ной.

Ес ли бо ко вая сто ро на тра пе -
ции яв ля ет ся её вы со той, то та-
 кую тра пе цию на зы ва ют пря мо -
уголь ной (рис. 66).

Тра пе ция — это ча ст ный
вид че ты рёх уголь ни ка. Связь ме -
ж ду че ты рёх уголь ни ка ми и их ча -
ст ны ми ви да ми по ка за на на ри-
 сун ке 67.

Оп ре де ле ние
Сред ней ли ни ей тра пе ции на зы ва ют от ре зок, со еди няю -
щий се ре ди ны её бо ко вых сто рон.

На ри сун ке 68 от ре зок MN — сред няя ли ния тра пе ции ABCD.

Тео ре ма 8.1
Сред няя ли ния тра пе ции па рал лель на ос но ва ни ям и рав-
 на их по лу сум ме.

До ка за тель ст во
Пусть MN — сред няя ли ния тра пе ции ABCD (рис. 69). До ка жем, что

MN � AD и .MN AD BC= +1
2

( )
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Про ве дём пря мую BN и точ ку её пе ре се че ния с пря мой AD обо зна -
чим бу к вой E.

По сколь ку точ ка N — се ре ди на от рез ка CD, то CN = ND. Кро ме то го,
уг лы 1 и 2 рав ны как вер ти каль ные, а уг лы 3 и 4 рав ны как на крест ле жа -
щие при па рал лель ных пря мых BC и AE и се ку щей CD. Сле до ва тель но,
тре уголь ни ки BCN и EDN рав ны по вто ро му при зна ку ра вен ст ва тре уголь -
ни ков. От сю да BC = DE и BN = NE. То гда от ре зок MN — сред няя ли ния
тре уголь ни ка АВЕ. Из это го сле ду ет, что MN � AE, т. е. MN � AD, 

и . Име ем:

. 

За да ча (свой ства рав но бо кой тра пе ции). До ка жи те, что в рав но бо -
кой тра пе ции:

1) уг лы при ка ж дом ос но ва нии рав ны;
2) диа го на ли рав ны;
3) вы со та тра пе ции, про ве дён ная из вер ши ны ту по го уг ла, де лит

ос но ва ние тра пе ции на два от рез ка, мень ший из ко то рых ра вен по лу раз -
но сти ос но ва ний, а боль ший — по лу сум ме ос но ва ний (сред ней ли нии
трапеции).

Ре ше ние. Рас смот рим рав но бо кую тра пе цию ABCD (AB = CD).
1) Про ве дём вы со ты BM и CK

(рис. 70). Так как AB = CD и BM = CK, то
пря мо уголь ные тре уголь ни ки AMB и DKC
рав ны по ка те ту и ги по те ну зе. То гда
∠A = ∠D.

Име ем: ∠A = ∠D, ∠A + ∠ABC = 180°,
∠D + ∠DCB = 180°. Сле до ва тель но, ∠ABC =
= ∠DCB.

MN AE AD DE AD BC= = + = +1
2

1
2

1
2

( ) ( )

MN AE= 1
2
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2) Рас смот рим тре уголь ни ки ACD и DBA
(рис. 71).

Име ем: AB = CD, AD — об щая сто ро на, уг-
 лы BAD и CDA рав ны как уг лы при ос но ва нии
рав но бо кой тра пе ции. Сле до ва тель но, тре уголь -
ни ки ACD и DBA рав ны по двум сто ро нам и уг-
 лу ме ж ду ни ми. То гда AC = BD.

3) В че ты рёх уголь ни ке BMKC (см. рис. 70)
BM � CK, BC � MK, ∠BMK — пря мой. Сле до ва тель но, этот че ты рёх уголь -
ник — пря мо уголь ник. От сю да MK = BC.

Из ра вен ст ва тре уголь ни ков AMB и DKC сле ду ет, что AM = KD. 
То гда

;

. 

1. Ка кой че ты рёх уголь ник на зы ва ют тра пе ци ей?
2. Ка кие сто ро ны тра пе ции на зы ва ют ос но ва ния ми? Бо ко вы ми сто ро -

на ми?
3. Что на зы ва ют вы со той тра пе ции?
4. Ка кие су ще ст ву ют ви ды тра пе ций?
5. Ка кую тра пе цию на зы ва ют рав но бо кой?
6. Ка кую тра пе цию на зы ва ют пря мо уголь ной?
7. Что на зы ва ют сред ней ли ни ей тра пе ции?
8. Сфор му ли руй те тео ре му о свой ст вах сред ней ли нии тра пе ции.
9. Сфор му ли руй те свой ст ва рав но бо кой тра пе ции.

Прак ти че ские за да ния

216. На чер ти те по клет  кам тет ра ди тра пе цию:
1) рав но бо кую;
2) пря мо уголь ную;
3) не яв ляю щую ся ни пря мо уголь ной, ни рав но бо кой;
4) у ко то рой один из уг лов при ос но ва нии ост рый, а дру гой — 
ту пой.

217. Пе ре ри суй те в тет радь ри су нок 72, про ве ди те вы со ты тра пе ции,
од ним из кон цов ко то рых яв ля ют ся со от вет ст вен но точ ки B, M, K
и D.

?

MD AD AM AD AD BC AD AD BC AD BC= − = − = =− − + +
2

2
2 2

AM AD MK AD BC= =− −
2 2
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Уп раж не ния

218. Най ди те на ри сун ке 73 тра пе ции, ука жи те их ос но ва ния и бо ко вые
сто ро ны.

219. Яв ля ет ся ли че ты рёх уголь ник ABCD, изо бра жён ный на ри сун ке 74,
тра пе ци ей? В слу чае ут вер ди тель но го от ве та ука жи те ос но ва ния и бо-
 ко вые сто ро ны тра пе ции.
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220. Пе ри метр рав но бо кой тра пе ции ра вен 52 см, ос но ва ния — 13 см
и 21 см. Най ди те бо ко вую сто ро ну тра пе ции.

221. Пе ри метр тра пе ции ра вен 49 см, бо ко вые сто ро ны — 5,6 см и 7,8 см.
Най ди те ос но ва ния тра пе ции, ес ли од но из них на 7,4 см боль ше дру-
 го го.

222. Най ди те уг лы A и C тра пе ции ABCD с ос но ва ния ми AD и BC, ес ли
∠B = 132°, ∠D = 24°.

223. Най ди те уг лы тра пе ции ABCD, при ле жа щие к бо ко вой сто ро не AB,
ес ли угол A мень ше уг ла B на 38°.

224. Най ди те уг лы тра пе ции ABCD, при ле жа щие к бо ко вой сто ро не CD,
ес ли ∠C : ∠D = 8 : 7.

225. Один из уг лов рав но бо кой тра пе ции ра вен 46°. Най ди те ос таль ные её
уг лы.

226. Най ди те уг лы рав но бо кой тра пе ции, ес ли раз ность её про ти во ле жа -
щих уг лов рав на 20°.

227. В рав но бо кой тра пе ции угол ме ж ду бо ко вой сто ро ной и вы со той,
про ве дён ной из вер ши ны ту по го уг ла, ра вен 23°. Най ди те уг лы тра пе-
 ции.

228. Мо гут ли у тра пе ции быть:
1) три пря мых уг ла;
2) три ост рых уг ла;
3) два про ти во ле жа щих уг ла ту пы ми;
4) два про ти во ле жа щих уг ла пря мы ми;
5) два про ти во ле жа щих уг ла рав ны ми?

229. Мо гут ли:
1) ос но ва ния тра пе ции быть рав ны ми;
2) диа го на ли тра пе ции точ кой пе ре се че ния де лить ся по по лам?

230. До ка жи те, что ес ли уг лы при од ном из ос но ва ний тра пе ции рав ны,
то дан ная тра пе ция яв ля ет ся рав но бо кой.

231. До ка жи те, что сум ма про ти во ле жа щих уг лов рав но бо кой тра пе ции
рав на 180°. Вер но ли об рат ное ут вер жде ние: ес ли сум ма про ти во -
ле жа щих уг лов тра пе ции рав на 180°, то дан ная тра пе ция рав но бо -
кая?

232. Сред няя ли ния рав но сто рон не го тре уголь ни ка со сто ро ной 6 см раз-
 би ва ет его на тре уголь ник и че ты рёх уголь ник. Оп ре де ли те вид че ты -
рёх уголь ни ка и най ди те его пе ри метр.

233. Вы со та рав но бо кой тра пе ции, про ве дён ная из кон ца мень ше го ос но -
ва ния, де лит боль шее ос но ва ние на от рез ки дли ной 6 см и 10 см. Най -
ди те ос но ва ния тра пе ции.

234. Один из уг лов рав но бо кой тра пе ции ра вен 60°, бо ко вая сто ро на рав-
 на 18 см, а сум ма ос но ва ний — 50 см. Най ди те ос но ва ния тра пе ции.
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235. Ос но ва ния пря мо уголь ной тра пе ции рав ны 10 см и 24 см, а один из
уг лов — 45°. Най ди те мень шую бо ко вую сто ро ну тра пе ции.

236. Ос но ва ния пря мо уголь ной тра пе ции рав ны 7 см и 15 см, а один из уг-
 лов — 60°. Най ди те бЏльшую бо ко вую сто ро ну тра пе ции.

237. В тра пе ции ABCD из вест но, что AB = CD, ∠BAC = 20°, ∠CAD = 50°.
Най ди те уг лы ACB и ACD.

238. В тра пе ции ABCD из вест но, что BC � AD, AB � AD, BC = CD,
∠ABD = 80°. Най ди те уг лы тра пе ции.

239. В тра пе ции ABCD мень шее ос но ва ние BC рав но 6 см. Че рез вер ши -
ну B про ве де на пря мая, ко то рая па рал лель на сто ро не CD и пе ре се -
ка ет сто ро ну AD в точ ке M. Най ди те пе ри метр тра пе ции, ес ли пе ри -
метр тре уголь ни ка ABM ра вен 16 см.

240. Че рез вер ши ну C тра пе ции ABCD про ве де на пря мая, ко то рая па рал -
лель на бо ко вой сто ро не AB и пе ре се ка ет боль шее ос но ва ние AD
в точ ке E. Най ди те уг лы тра пе ции, ес ли ∠D = 35°, ∠DCE = 65°.

241. Ос но ва ния тра пе ции рав ны 9 см и 15 см. Че му рав на её сред няя 
линия?

242. Сред няя ли ния тра пе ции рав на 8 см, а од но из ос но ва ний — 5 см. Най -
ди те вто рое ос но ва ние тра пе ции.

243. Од но из ос но ва ний тра пе ции на 8 см боль ше дру го го, а сред няя ли-
 ния рав на 17 см. Най ди те ос но ва ния тра пе ции.

244. Ос но ва ния тра пе ции от но сят ся как
3 : 4, а сред няя ли ния рав на 14 см. Най -
ди те ос но ва ния тра пе ции.

245. Ка ж дая из бо ко вых сто рон тра пе ции
ABCD (рис. 75) раз де ле на на че ты ре
рав ные час ти: AE = EF = FK = KB,
DN = NM = MP = PC. Най ди те от рез ки
EN, FM и KP, ес ли AD = 19 см,
BC = 11 см.

246. Вы со та пря мо уголь ной тра пе ции, про ве дён ная из вер ши ны ту по го уг -
ла, де лит боль шее ос но ва ние на от рез ки дли ной 7 см и 5 см, счи тая
от вер ши ны пря мо го уг ла. Най ди те сред нюю ли нию тра пе ции.

247. Сред няя ли ния пря мо уголь ной тра пе ции рав на 9 см, а вы со та, про ве -
дён ная из вер ши ны ту по го уг ла, де лит боль шее ос но ва ние на от рез ки,
один из ко то рых в 2 раза боль ше дру го го, счи тая от вер ши ны пря мо -
го уг ла. Най ди те ос но ва ния тра пе ции.

248. Диа го на ли рав но бо кой тра пе ции ABCD (AB = CD) пе ре се ка ют ся
в точ ке O. До ка жи те, что AO = OD и BO = OC.
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249. Вы со та рав но бо кой тра пе ции рав на h, а бо ко вая сто ро на вид на из
точ ки пе ре се че ния диа го на лей под уг лом* 60°. Най ди те диа го наль
тра пе ции.

250. Ос но ва ния рав но бо кой тра пе ции от но сят ся как 2 : 5, а диа го наль де-
 лит ту пой угол тра пе ции по по лам. Най ди те сто ро ны тра пе ции, ес ли
её пе ри метр ра вен 68 см.

251. В тра пе ции ABCD из вест но, что AB = CD, AD = 24 см, ∠ADB =
= ∠CDB, а пе ри метр ра вен 60 см. Най ди те не из вест ные сто ро ны тра-
 пе ции.

252. Сто ро ны тра пе ции рав ны a, a, a и 2a. Най ди те уг лы тра пе ции.
253. В тра пе ции ABCD диа го наль AC пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не

CD и яв ля ет ся бис сек три сой уг ла BAD, ∠D = 60°, пе ри метр тра пе -
ции ра вен 40 см. Най ди те ос но ва ния тра пе ции.

254. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не,
а мень шее ос но ва ние рав но бо ко вой сто ро не. Най ди те уг лы тра пеции.

255. При ка ком ус ло вии вы со та рав но бо кой тра пе ции рав на по лу раз но сти
ос но ва ний?

256. По строй те рав но бо кую тра пе цию по ос но ва нию, бо ко вой сто ро не
и уг лу ме ж ду ни ми.

257. По строй те пря мо уголь ную тра пе цию по ос но ва ни ям и мень шей бо ко-
 вой сто ро не.

258. По строй те рав но бо кую тра пе цию по ос но ва нию, бо ко вой сто ро не
и диа го на ли.

259. Бо ко вая сто ро на рав но бо кой тра пе ции рав на 6 см, боль шее ос но ва -
ние — 10 см. Най ди те сред нюю ли нию тра пе ции, ес ли один из её уг-
 лов ра вен 60°.

260. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции рав на 14 см и об ра зу ет с ос но ва ни -
ем угол 60°. Най ди те сред нюю ли нию тра пе ции.

261. Сред няя ли ния тра пе ции ABCD раз би ва ет её на две тра пе ции, сред-
 ние ли нии ко то рых рав ны 15 см и 19 см. Най ди те ос но ва ния тра пе -
ции ABCD.

262. До ка жи те, что ес ли диа го на ли рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр -
ны, то её вы со та рав на сред ней ли нии тра пе ции.

263. До ка жи те, что ес ли вы со та рав но бо кой тра пе ции рав на её сред ней
ли нии, то диа го на ли тра пе ции пер пен ди ку ляр ны.

264. Диа го наль пря мо уголь ной тра пе ции раз би ва ет её на два тре уголь ни -
ка, один из ко то рых яв ля ет ся рав но сто рон ним со сто ро ной a. Най ди -
те сред нюю ли нию тра пе ции.
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265. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции раз би ва ет её на два рав но бед рен -
ных тре уголь ни ка. Най ди те уг лы тра пе ции.

266. В тра пе ции ABCD (BC � AD) из вест но, что AC � BD, ∠CAD = 30°,
BD = 8 см. Най ди те сред нюю ли нию тра пе ции.

267. До ка жи те, что точ ка пе ре се че ния бис сек трис уг лов, при ле жа щих
к бо ко вой сто ро не тра пе ции, при над ле жит пря мой, ко то рая со дер -
жит её сред нюю ли нию.

268. По строй те тра пе цию:
1) по ос но ва ни ям и бо ко вым сто ро нам;
2) по ос но ва нию, вы со те и диа го на лям;
3) по раз но сти ос но ва ний, бо ко вым сто ро нам и диа го на ли.

269. По строй те рав но бо кую тра пе цию по ос но ва нию, вы со те и бо ко вой
сто ро не.

270. По строй те тра пе цию:
1) по ос но ва ни ям и диа го на лям;
2) по бо ко вым сто ро нам, сред ней ли нии и вы со те;
3) по ос но ва нию, при ле жа ще му к не му уг лу и бо ко вым сто ро нам;
4) по бо ко вым сто ро нам, вы со те и од ной из диа го на лей.

271. Че рез вер ши ну B па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на пря мая, ко то -
рая не име ет с па рал ле ло грам мом дру гих об щих то чек. Вер ши ны A
и C уда ле ны от этой пря мой на рас стоя ния a и b со от вет ст вен но.
Най ди те рас стоя ние от точ ки D до этой пря мой.

Го то вим ся к изу че нию 
но вой те мы

272. В ок руж но сти про ве де ны диа мет ры AB и CD. До ка жи те, что AC = BD
и AC � BD.

273. В ок руж но сти с цен тром O про ве де ны диа метр AB и хор да AC. До ка -
жи те, что ∠BOC = 2∠BAC.

274. Пря мая AB ка са ет ся ок руж но сти с цен тром O в точ ке C, AC = BC.
До ка жи те, что OA = OB.

275. Хор да AB ок руж но сти с цен тром O пер пен ди ку ляр на ра диу су OC
и де лит его по по лам. Най ди те: 1) ∠AOB; 2) ∠ACB.

276. Сколь ко об щих то чек име ют две ок руж но сти с ра диу са ми 6 см и 8 см,
ес ли рас стоя ние ме ж ду их цен тра ми рав но: 1) 15 см; 2) 14 см; 3) 10 см;
4) 2 см?
По вто ри те со дер жа ние пунк тов 19, 20, 21, 22 на с. 201–203.
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На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

277. Мно го уголь ник раз бит диа го на ля ми на тре уголь ни ки, ко то рые ок ра -
ше ны в чёр ный и бе лый цве та так, что лю бые два тре уголь ни ка,
имею щие об щую сто ро ну, ок ра ше ны в раз ные цве та. До ка жи те, что
ко ли че ст во чёр ных тре уголь ни ков не боль ше ут ро ен но го ко ли че ст ва
бе лых тре уголь ни ков.

§ 9. Цен траль ные и впи сан ные уг лы

Оп ре де ле ние
Цен траль ным уг лом ок руж но сти на зы ва ют угол с вер ши -
ной в цен тре ок руж но сти.

На ри сун ке 76 угол AOB — цен траль ный. Сто ро ны это го уг ла пе ре се -
ка ют ок руж ность в точ ках A и B. Эти точ ки де лят ок руж ность на две ду ги,
вы де лен ные на ри сун ке 76 раз ным цве том. Точ ки A и B на зы ва ют кон ца ми
ду ги, и они при над ле жат ка ж дой из вы де лен ных дуг. Ка ж дую из этих дуг
мож но обо зна чить так: ∪AB (чи та ют: «ду га AB»).

Од на ко по за пи си ∪AB не воз мож но раз ли чить ду ги на ри сун ке 76. Ес -
ли на ка кой-ни будь из двух дуг от ме тить точ ку (на ри сун ке 77 это точ ка M),
то по нят но, что обо зна че ние ∪AMB от но сит ся к «си ней» ду ге. Ес ли на од-
 ной из двух дуг AB от ме че на точ ка, то до го во рим ся, что обо зна че ние ∪AB
от но сит ся к ду ге, ко то рой эта точ ка не при над ле жит (на ри сун ке 77 это
«красная» ду га).

Ду га AB при над ле жит цен траль но му уг лу AOB (рис. 77). В этом слу-
 чае го во рят, что цен траль ный угол AOB опи ра ет ся на ду гу AB.

Ка ж дая ду га ок руж но сти, как и вся ок руж ность, име ет гра дус ную
ме ру. Гра дус ную ме ру всей ок руж но сти счи та ют рав ной 360°. Ес ли
цен траль ный угол MON опи ра ет ся на ду гу MN (рис. 78), то гра дус ную
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ме ру ду ги MN счи та ют рав ной гра дус ной ме ре уг ла MON и за пи сы ва ют
∪MN = ∠MON (чи та ют: «гра дус ная ме ра ду ги MN рав на гра дус ной ме ре
уг ла MON»). Гра дус ную ме ру ду ги MEN (см. рис. 78) счи та ют рав ной
360° − ∠MON.

На ри сун ке 79 изо бра же на ок руж ность, в ко то рой про ве де ны два
пер пен ди ку ляр ных диа мет ра AB и CD. То гда ∪AMD = 90°, ∪ACD =
= 360° − 90° = 270°, ∪ACB = ∪ADB = 180°. Ка ж дую из дуг ACB и ADB на-
 зы ва ют по лу ок руж но стью. На ри сун ке 79 по лу ок руж но стя ми яв ля ют ся
так же ду ги CAD и CBD.

О хор де, со еди няю щей кон цы ду ги, го во рят, что хор да стя ги ва ет ду-
 гу. На ри сун ке 80 хор да AB стя ги ва ет ка ж дую из дуг AB и AKB.

Лю бая хор да стя ги ва ет две ду ги, сум ма гра дус ных мер ко то -
рых рав на 360°.

Оп ре де ле ние
Впи сан ным уг лом ок руж но сти на зы ва ют угол, вер ши на
ко то ро го ле жит на ок руж но сти, а сто ро ны пе ре се ка ют ок -
руж ность.

На ри сун ке 81 угол ABC — впи сан ный. Ду га AC при над ле жит это му уг-
 лу, а ду га ABC — не при над ле жит. В та ком слу чае го во рят, что впи сан ный
угол ABC опи ра ет ся на ду гу AC. Так же мож но ска зать, что впи сан ный
угол ABC опи ра ет ся на хор ду AC.

Тео ре ма 9.1
Гра дус ная ме ра впи сан но го уг ла рав на по ло ви не гра дус -
ной ме ры ду ги, на ко то рую он опи ра ет ся.

До ка за тель ст во

На ри сун ке 81 угол ABC — впи сан ный. До ка жем, что .∠ = ∪ABC AC1
2
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Рас смот рим три слу чая рас по ло же ния цен тра O ок руж но сти от но си -
тель но впи сан но го уг ла ABC.

1) Центр O при над ле жит од ной из сто рон уг ла, на при мер BC (рис. 82).
Про ве дём ра ди ус OA. Цен траль ный угол AOC — внеш ний угол рав но -

бед рен но го тре уголь ни ка ABO (сто ро ны OA и OB рав ны как ра диу сы). То г-

да ∠AOC = ∠A + ∠B. Од на ко ∠A = ∠B. От сю да .

2) Центр O при над ле жит уг лу, од на ко не при над ле жит ни од ной из
его сто рон (рис. 83).

Про ве дём диа метр BK. Со глас но до ка зан но му , 

. Име ем: 

.
3) Центр O не при над ле жит уг лу (рис. 84).
Для третье го слу чая про ве ди те до ка за тель ст во са мо стоя тель но. 

Следствие 1
Впи сан ные уг лы, опи раю щие ся на од ну и ту же ду гу, рав-
 ны (рис. 85).

Следствие 2
Впи сан ный угол, опи раю щий ся на диа метр (по лу ок руж -
ность), — пря мой (рис. 86).

До ка жи те эти свой ства са мо стоя тель но.

За да ча 1 (свой ст во уг ла ме ж ду ка са тель ной и хор дой). От ре зок AB —
хор да ок руж но сти с цен тром O (рис. 87). Че рез точ ку A про ве де на ка са -

тель ная MN. До ка жи те, что и .

∠ = ∠ + ∠ = + =∪ ∪ABC ABK KBC AK KC1
2

1
2

∠ = ∪MAB AB1
2

∠ = ∪NAB AKB1
2

∠ = ∠ = ∪ABC AOC AC1
2

1
2

= ∪AKC1
2

∠ = ∪KBC KC1
2

∠ = ∪ABK AK1
2
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Ре ше ние. Про ве дём диа метр AD (см. рис. 87).
То гда угол В ра вен 90° как впи сан ный, опи раю щий ся на диа метр AD.

В пря мо уголь ном тре уголь ни ке ABD ∠2 + ∠3 = 90°. Так как MN — ка са -
тель ная, то ∠DAM = 90°. То гда ∠1 + ∠3 = 90°. По лу ча ем, что ∠1 = ∠2.

Сле до ва тель но, .

Име ем: ∠NAB = 180° − ∠MAB = 180° − = 180° − (360° −

− ∪AKB) = 180° − 180° + ∪AKB = ∪AKB. 

За да ча 2. По строй те ка са тель ную к дан ной ок руж но сти, про хо дя щую
че рез дан ную точ ку, ле жа щую вне ок руж но сти.

Ре ше ние. На ри сун ке 88 изо бра же ны ок руж ность с цен тром в точ ке O
и точ ка M, ле жа щая вне этой ок руж но сти.

Пусть Х такая точка окружности, что прямая МХ является каса-
тельной. Тогда угол МХО — прямой. Его можно рассматривать как впи-
санный в окружность с диаметром МО.

Проведённый анализ показывает, как провести построение.
По стро им от ре зок MO и раз де лим его по по лам (рис. 89). Пусть точ-

 ка K — его се ре ди на. По стро им ок руж ность с цен тром в точ ке K ра диу са KO.
От ме тим точ ки E и F — точ ки пе ре се че ния по стро ен ной и дан ной ок руж но -
стей. То гда ка ж дая из пря мых ME и MF яв ля ет ся ис ко мой ка са тель ной.

1
2

1
2

1
2

∪AB 1
2

∠ = ∠ = ∪MAB BDA AB1
2
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Дей ст ви тель но, угол MEO ра вен 90° как впи сан ный угол, опи раю -
щий ся на диа метр MO. От ре зок OE — ра ди ус дан ной ок руж но сти. То гда по
при зна ку ка са тель ной пря мая ME — ис ко мая ка са тель ная. 

1. Ка кой угол на зы ва ют цен траль ным уг лом ок руж но сти?
2. Как на зы ва ют час ти ок руж но сти, на ко то рые де лят её две точ ки?
3. Ка ким сим во лом обо зна ча ют ду гу ок руж но сти?
4. В ка ком слу чае го во рят, что цен траль ный угол опи ра ет ся на ду гу?
5. Че му счи та ют рав ной гра дус ную ме ру ок руж но сти?
6. Как свя за ны гра дус ные ме ры цен траль но го уг ла ок руж но сти и ду ги,

на ко то рую этот угол опи ра ет ся?
7. Сколь ко дуг стя ги ва ет ка ж дая хор да? Че му рав на сум ма их гра дус -

ных мер?
8. Ка кой угол на зы ва ют впи сан ным уг лом ок руж но сти?
9. В ка ком слу чае го во рят, что впи сан ный угол опи ра ет ся на ду гу?

10. Че му рав на гра дус ная ме ра впи сан но го уг ла?
11. Ка ким свой ст вом об ла да ют впи сан ные уг лы, опи раю щие ся на од ну

и ту же ду гу?
12. Ка кой вид име ет впи сан ный угол, опи раю щий ся на диа метр?

Уп раж не ния

278. Че му рав на гра дус ная ме ра цен траль но го уг ла ок руж но сти, опи ра -

ю ще го ся на ду гу, ко то рая со став ля ет: 1) ок руж но сти; 2) ок руж -

но сти; 3) ок руж но сти; 4) ок руж но сти?

279. Най ди те гра дус ные ме ры двух дуг ок руж но сти, на ко то рые её де лят
две точ ки, ес ли гра дус ная ме ра од ной из дуг на 80° боль ше гра дус ной
ме ры дру гой.

280. Най ди те гра дус ные ме ры двух дуг ок руж -
но сти, на ко то рые её де лят две точ ки, ес-
 ли гра дус ные ме ры этих дуг от но сят ся как
7 : 11.

281. Най ди те гра дус ную ме ру ду ги, ко то рую
опи сы ва ет ко нец ча со вой стрел ки: 1) за
2 ч; 2) за 5 ч; 3) за 8 ч; 4) за 30 мин; 5) за
12 ч.

282. Ка кие из уг лов, изо бра жён ных на ри сун -
ке 90, яв ля ют ся впи сан ны ми? На ка кую ду-
 гу опи ра ет ся ка ж дый из впи сан ных уг лов?

?

1
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2
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1
6
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283. На ри сун ке 91 изо бра же на ок руж ность
с цен тром в точ ке O. Най дите:
1) ∠BDC, ес ли ∠BAC = 40°;
2) ∠BEC, ес ли ∠BOC = 70°;
3) ∪CE, ес ли ∠CDE = 80°;
4) ∠DBA, ес ли ∪DBA = 300°.

284. Най ди те ошиб ки на ри сун ке 92.
285. Най ди те впи сан ный угол, ес ли гра дус ная

ме ра ду ги, на ко то рую он опи ра ет ся, рав-
 на: 1) 84°; 2) 110°; 3) 230°; 4) 340°.

286. На ри сун ке 93 ∪AB = 74°, ∠ABC = 68°. Най ди те ∪BC.
287. На ри сун ке 93 ∪AB = 64°, ∪BC = 92°. Най ди те ∠ABC.
288. Цен траль ный угол AOC на 25° боль ше впи сан но го уг ла ABC, ко то -

рый опи ра ет ся на ду гу AС (рис. 94). Най ди те ∠AOC и ∠ABC.
289. Кон цы хор ды AB де лят ок руж ность на две ду ги, гра дус ные ме ры ко-

 то рых от но сят ся как 3 : 7. Под ка ки ми уг ла ми вид на эта хор да из то-
 чек M и K (рис. 95)?

290. Хор ды AB и CD рав ны (рис. 96). До ка жи те, что ∪AMB = ∪CND.
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291. До ка жи те, что ес ли две ду ги ок руж но сти рав ны, то рав ны и хор ды, их
стя ги ваю щие.

292. Точ ки A, B и C де лят ок руж ность на три ду ги так, что ∪AB : ∪BC :
: ∪AC = 1 : 2 : 3. Най ди те уг лы тре уголь ни ка ABC.

293. Вер ши ны рав но бед рен но го тре уголь ни ка ABC (AB = BC) де лят опи-
 сан ную око ло не го ок руж ность на три ду ги, при чём ∪AB = 70°. Най -
ди те уг лы тре уголь ни ка ABC.

294. Кон цы диа мет ров AC и BD ок руж но сти по сле до ва тель но со еди не ны
так, что об ра зо вал ся че ты рёх уголь ник ABCD.
1) Оп ре де ли те вид че ты рёх уголь ни ка ABCD.
2) Най ди те ∪AB, ∪BC, ∪CD и ∪AD, ес ли ∠ABD = 80°.

295. Ост рый угол пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 32°. Най ди те гра-
 дус ные ме ры дуг, на ко то рые вер ши ны тре уголь ни ка де лят ок руж -
ность, опи сан ную око ло не го, и ра ди ус этой ок руж но сти, ес ли ги по -
те ну за дан но го тре уголь ни ка рав на 12 см.

296. До ка жи те, что ес ли впи сан ный угол яв ля ет ся пря мым, то он опи ра -
ет ся на диа метр.

297. Хор ды AB и CD ок руж но сти пе ре се ка ют ся в точ ке M (рис. 97). До ка -

жи те, что ∠AMC = (∪AC + ∪BD).

298. Хор ды AB и CD ок руж но сти не пе ре се ка ют ся, а пря мые AB и CD пе-

 ре се ка ют ся в точ ке M (рис. 98). До ка жи те, что ∠AMC = (∪AC −
− ∪BD).

299. Че рез точ ку A, ле жа щую вне ок руж но сти с цен тром в точ ке O, про ве-
 де ны две пря мые, од на из ко то рых ка са ет ся ок руж но сти в точ ке B,
а вто рая про хо дит че рез её центр (рис. 99). Из вест но, что ∪BMC =
= 100°. Най ди те ∠BAC.

300. Бис сек три са уг ла B тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ет ок руж ность, опи-
 сан ную око ло это го тре уголь ни ка, в точ ке D. Най ди те уг лы тре уголь -
ни ка ADC, ес ли ∠ABC = 80°.

1
2

1
2

58

Рис. 97 Рис. 98 Рис. 99

D

C

A

B

M

B

C

A

D

M

B

C
A

O

M



301. На ду ге AC ок руж но сти, опи сан ной око ло рав но сто рон не го тре уголь -
ни ка ABC, от ме че на точ ка M так, что ∪AM = 2∪CM. Най ди те уг лы
тре уголь ни ка AMC.

302. Ок руж ность, по стро ен ная на сто ро не AB тре уголь ни ка ABC как на
диа мет ре, пе ре се ка ет сто ро ны AC и BC в точ ках M и K со от вет ст -
вен но. До ка жи те, что от рез ки AK и BM — вы со ты тре уголь ни ка ABC.

303. Ок руж ность, по стро ен ная на сто ро не AC тре уголь ни ка ABC как на
диа мет ре, пе ре се ка ет сто ро ну AB в точ ке K так, что ∠ACK = ∠BCK.
До ка жи те, что тре уголь ник ABC — рав но бед рен ный.

304. До ка жи те, что гра дус ные ме ры дуг ок руж но сти, за клю чён ных ме ж ду
дву мя па рал лель ны ми хор да ми, рав ны.

305. Вер ши ны квад ра та ABCD ле жат на ок руж но сти. На ду ге AB от ме че -
на про из воль ная точ ка M. До ка жи те, что ∠AMD = ∠CMD = ∠CMB.

306. Угол при вер ши не рав но бед рен но го тре уголь ни ка ра вен 56°. На бо ко-
 вой сто ро не тре уголь ни ка как на диа мет ре по строе на по лу ок руж -
ность, ко то рую дру гие сто ро ны тре уголь ни ка де лят на три ду ги. Най -
ди те гра дус ные ме ры об ра зо вав ших ся дуг.

307. Как, поль зу ясь толь ко уголь ни ком, най ти
центр дан ной ок руж но сти?

308. Да на ок руж ность, в ко то рой про ве дён диа-
 метр AB, и от ме че на точ ка C вне ок руж но -
сти (рис. 100). Как, поль зу ясь толь ко ли ней-
 кой, про вес ти че рез точ ку C пря мую, пер-
 пен ди ку ляр ную пря мой AB?

309. Две ок руж но сти име ют един ствен ную об-
 щую точ ку М. Че рез точ ку М про ве де ны
две пря мые, пе ре се ка ющие дан ные ок руж -
нос ти. Точ ки их пе ре се че ния с ок руж но стя -
ми, от лич ные от точ ки М, со еди не ны хор да ми. До ка жи те, что эти
хор ды па рал лель ны.

310. К ок руж но сти, опи сан ной око ло тре уголь ни ка ABC, про ве де на в точ-
 ке B ка са тель ная, пе ре се каю щая пря мую AC в точ ке D. От ре зок BM —
бис сек три са тре уголь ни ка ABC. До ка жи те, что BD = MD.

311. Да ны от ре зок AB и угол α. Най ди те гео мет ри че ское ме сто то чек X
та ких, что ∠AXB = α.

312. По строй те тре уголь ник по сто ро не, про ти во ле жа ще му ей уг лу и вы-
 со те, про ве дён ной к дан ной сто ро не.

313. По строй те тре уголь ник по сто ро не, про ти во ле жа ще му ей уг лу и ме-
 диа не, про ве дён ной к дан ной сто ро не.
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314. По строй те па рал ле ло грамм по двум сто ро нам и уг лу ме ж ду диа го на -
ля ми.

315. По строй те па рал ле ло грамм по уг лу и двум диа го на лям.
316. Дан от ре зок AB. Най ди те гео мет ри че ское ме сто то чек X та ких, что

тре уголь ник AXB — пря мо уголь ный.
317. Бис сек три са уг ла A тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ет опи сан ную око ло

не го ок руж ность в точ ке D. Точ ка O — центр впи сан ной ок руж но сти
тре уголь ни ка ABC. До ка жи те, что DO = DB = DC.

318. Бис сек три сы уг лов A, B и C тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ют опи сан -
ную око ло не го ок руж ность в точ ках A1, B1 и C1 со от вет ст вен но. До -
ка жи те, что A1B1 � CC1.

319. На ри сун ке 101 изо бра же ны две ок руж -
но сти с цен тра ми O1 и O2. По строй те
пря мую l, ко то рая ка са ет ся этих ок руж -
но стей так, что точ ки ка са ния ле жат в
од ной по лу плос ко сти от но си тель но пря-
 мой O1O2 (та кую пря мую l на зы ва ют
внеш ней об щей ка са тель ной двух дан-
 ных ок руж но стей).

320. По строй те тре уголь ник по сто ро не, про ти во ле жа ще му ей уг лу и ра-
 диу су впи сан ной ок руж но сти.

321. По строй те тре уголь ник по сто ро не, про ти во ле жа ще му ей уг лу и ме-
 диа не, про ве дён ной к дру гой сто ро не.

Го то вим ся к изу че нию 
но вой те мы

322. Пе ри метр тре уголь ни ка ABC ра вен 30 см. Точ ка ка са ния впи сан ной
ок руж но сти со сто ро ной AB де лит её в от но ше нии 3 : 2, счи тая от
вер ши ны A, а точ ка ка са ния со сто ро ной BC уда ле на от вер ши ны С
на 5 см. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка.

323. К ок руж но сти, впи сан ной в тре уголь -
ник ABC, про ве де ны три ка са тель ные
(рис. 102). Пе ри мет ры тре уголь ни ков,
ко то рые эти ка са тель ные от се ка ют от
дан но го тре уголь ни ка, рав ны P1, P2 и P3.
Най ди те пе ри метр тре уголь ни ка ABC.

324. Ус та но ви те вид тре уголь ни ка, у ко то ро го
центр опи сан ной ок руж но сти при над ле -
жит ме диа не.
По вто ри те со дер жа ние пунк та 22 на с. 203.
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На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

325. Клетки квад ра та раз ме ром 100 � 100 кле ток рас кра ше ны в шах мат -
ном по ряд ке. Квад рат раз ре за ли на квад ра ты, сто ро ны ко то рых со-
 дер жат не чёт ное ко ли че ст во кле ток, и в ка ж дом та ком квад ра те от ме-
 ти ли цен траль ную клет ку. До ка жи те, что бе лых и чёр ных кле ток от-
 ме че но по ров ну.

§ 10. Опи сан ная и впи сан ная  
ок руж но сти че ты рёх уголь ни ка

Оп ре де ле ние
Ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло че ты рёх уголь ни -
ка, ес ли она про хо дит че рез все его вер ши ны.

На ри сун ке 103 изо бра же на ок руж ность, опи сан -
ная око ло че ты рёх уголь ни ка ABCD. В этом слу чае так-
 же го во рят, что че ты рёх уголь ник впи сан в ок ружность.

Тео ре ма 10.1
Ес ли че ты рёх уголь ник яв ля ет ся впи-
 сан ным в ок руж ность, то сум ма его
про ти во ле жа щих уг лов рав на 180°.

До ка за тель ст во
Пусть че ты рёх уголь ник ABCD впи сан в окружность (рис. 103). До ка -

жем, что ∠A + ∠C = 180° и ∠B + ∠D = 180°. 
Так как уг лы A и C яв ля ют ся впи сан ны ми в ок руж ность, то

и . Имеем: ∪BCD + ∪DAB = 360°. Тог да 

∠A + ∠C = 180°.
Ана ло гич но мож но по ка зать, что ∠B + ∠D = 180°. 

Вы знае те, что око ло лю бо го тре уголь ни ка мож но опи сать ок руж -
ность. Од на ко не вся кий че ты рёх уголь ник об ла да ет та ким свой ст вом. На -
при мер, нель зя опи сать ок руж ность око ло па рал ле ло грам ма, от лич но го от
пря мо уголь ни ка. Рас по знать че ты рёх уголь ни ки, око ло ко то рых мож но
опи сать ок руж ность, по мо га ет сле дую щая тео ре ма. 

∠ = ∪A BCD1
2

∠ = ∪C DAB1
2
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Тео ре ма 10.2
(об рат ная тео ре ме 10.1)

Ес ли в че ты рёх уголь ни ке сум ма про ти во ле жа щих уг лов
рав на 180°, то око ло не го мож но опи сать ок руж ность.

До ка за тель ст во
Рас смот рим че ты рёх уголь ник ABCD, в ко то ром ∠A + ∠C = 180°. До -

ка жем, что око ло не го мож но опи сать ок руж ность.
Пред по ло жим, что око ло это го че ты рёх уголь ни ка нель зя опи сать ок -

руж ность. Опи шем ок руж ность око ло тре уголь ни ка ABD. По пред по ло же -
нию точ ка C не при над ле жит этой ок руж но сти. То -
гда воз мож ны два случая.

1) Точ ка C ле жит вне опи сан ной ок руж но сти
тре уголь ни ка ABD (рис. 104).

Пусть сто ро на BC пе ре се ка ет ок руж ность
в точ ке C1 (см. рис. 104). Че ты рёх уголь ник ABC1D —
впи сан ный в ок руж ность. То гда по тео ре ме 10.1 по -
лу ча ем, что ∠A + ∠BC1D = 180°. Но по ус ло вию
∠A + ∠C = 180°. От сю да ∠BC1D = ∠C. Од на ко это ра-
 вен ст во вы пол нять ся не мо жет, так как по свой ст ву
внеш не го уг ла тре уголь ни ка ∠BC1D = ∠C + ∠CDC1.

Итак, точ ка С не мо жет ле жать вне ок руж но -
сти, опи сан ной око ло тре уголь ни ка ABD.

2) Точ ка C ле жит внут ри опи сан ной ок руж но -
сти тре уголь ни ка ABD (рис. 105). Рас суж дая ана ло -
гич но, мож но по ка зать, что точ ка С не мо жет ле-
 жать внут ри рас смат ри ва емой ок руж нос ти. Убе ди -
тесь в этом са мо стоя тель но.

Та ким об ра зом, пред по ло жив, что точка С не при над ле жит ок руж но -
сти, опи сан ной око ло тре уголь ни ка ABD, мы по лу чи ли про ти во ре чие. 

Тео ре му 10.2 мож но рас смат ри вать как при знак при над леж но сти че-
 ты рёх то чек од ной ок руж но сти.

Ес ли че ты рёх уголь ник впи сан в ок руж ность, то су ще ст ву ет точ ка,
рав но уда лён ная от всех его вер шин (центр опи сан ной ок руж но сти). Что бы
от ме тить эту точ ку, дос та точ но най ти точ ку пе ре се че ния се ре дин ных пер-
 пен ди ку ля ров двух со сед них сто рон че ты рёх уголь ни ка.

Оп ре де ле ние
Ок руж ность на зы ва ют впи сан ной в че ты рёх уголь ник, ес-
 ли она ка са ет ся всех его сто рон.
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На ри сун ке 106 изо бра же на ок руж ность, впи сан -
ная в че ты рёх уголь ник ABCD. В этом слу чае так же го-
 во рят, что че ты рёх уголь ник опи сан око ло ок ружности.

Тео ре ма 10.3
Ес ли че ты рёх уголь ник яв ля ет ся опи-
 сан ным око ло ок руж но сти, то сум мы
его про ти во ле жа щих сто рон рав ны.

До ка за тель ст во
Пусть че ты рёх уголь ник ABCD опи сан око ло ок руж ности (рис. 107).

До ка жем, что AB + CD = BC + AD.
Точ ки M, N, P, K — точ ки ка са ния ок руж но -

сти со сто ро на ми че ты рёх уголь ни ка.
Так как от рез ки ка са тель ных, про ве дён ных

к ок руж но сти че рез од ну точ ку, рав ны, то
AK = AM, BM = BN, CN = CP, DP = DK. Пусть
AK = a, BM = b, CN = c, DP = d.

То гда AB + CD = a + b + c + d,
BC + AD = b + c + a + d.
Сле до ва тель но, AB + CD = BC + AD. 

Вы знае те, что в лю бой тре уголь ник мож но впи сать ок руж ность. Од -
на ко не вся кий че ты рёх уголь ник об ла да ет та ким свой ст вом. На при мер,
нель зя впи сать ок руж ность в пря мо уголь ник, от лич ный от квад ра та. Рас по -
знать че ты рёх уголь ни ки, в ко то рые мож но впи сать ок руж ность, по мо га ет
сле дую щая тео ре ма.

Тео ре ма 10.4
Ес ли в вы пук лом че ты рёх уголь ни ке сум мы про ти во ле жа -
щих сто рон рав ны, то в не го мож но впи сать ок ружность.

До ка за тель ст во
Рас смот рим вы пук лый че ты рёх уголь ник

ABCD, в ко то ром AB + CD = BC + AD. До ка жем,
что в не го мож но впи сать ок руж ность.

Пусть бис сек три сы уг лов A и B пе ре се ка ют -
ся в точ ке O (рис. 108). То гда точ ка O рав но уда -
ле на от сто рон AB, BC и AD. Сле до ва тель но, су-
 ще ст ву ет ок руж ность с цен тром в точ ке O, ко то -
рая ка са ет ся трёх этих сто рон.
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Пред по ло жим, что эта ок руж ность не ка са ет ся сто ро ны CD. То гда
воз мож ны два слу чая.

1) Сто ро на CD не име ет об щих то чек с по стро ен ной ок руж но стью.
Про ве дём ка са тель ную C1D1 па рал лель но сто ро не CD (см. рис. 108).

Че ты рёх уголь ник ABC1D1 опи сан око ло ок руж но сти. То гда по тео ре -
ме 10.3 по лу ча ем, что AB + C1D1 = BC1 + AD1. (1)

Од на ко по ус ло вию AB + CD = BC + AD. (2)
Вы чтем из ра вен ст ва (2) ра вен ст во (1):
CD − C1D1 = BC − BC1 + AD − AD1.
От сю да CD − C1D1 = C1C + D1D; CD = C1C + D1D + C1D1.
Это ра вен ст во про ти во ре чит ут вер жде нию, до ка зан но му в клю че вой

за да че § 1.
Итак, сто ро на CD долж на иметь об щие точ ки с рас смат ри ва емой ок -

руж но стью.
2) Сто ро на CD име ет две об щие точ ки с по стро ен ной ок руж-

ностью.
Рас су ж дая ана ло гич но, мож но по ка зать, что сто ро на CD не мо жет

иметь две об щие точ ки с рас смат ри вае мой ок руж но стью. Убе ди тесь в этом
са мо стоя тель но.

Та ким об ра зом, пред по ло жив, что по стро ен ная ок руж ность не ка са -
ет ся сто ро ны CD, мы по лу чи ли про ти во ре чие. 

Ес ли че ты рёх уголь ник опи сан око ло ок руж но сти, то су ще ст ву ет точ-
 ка, рав но уда лён ная от всех его сто рон (центр впи сан ной ок руж но сти). Что -
бы от ме тить эту точ ку, дос та точ но най ти точ ку пе ре се че ния бис сек трис
двух со сед них уг лов вы пук ло го че ты рёх уголь ни ка.

За да ча (при знак при над леж но сти че ты рёх то чек од ной ок руж но сти).
Точ ки A, M, N, B та ко вы, что ∠AMB = ∠ANB, при чём точ ки M и N ле жат
в од ной по лу плос ко сти от но си тель но пря-
 мой AB. До ка жи те, что точ ки A, M, N, B ле-
 жат на од ной ок руж но сти.

Ре ше ние. Пусть ∠AMB = ∠ANB = α. Око -
ло тре уголь ни ка AMB опи шем ок руж ность
(рис. 109). Пусть C — про из воль ная точ ка ок -
руж но сти, не при над ле жа щая ду ге AMB. То -
гда че ты рёх уголь ник ACBM — впи сан ный
в ок руж ность. От сю да ∠C = 180°− α. Име ем:
∠C + ∠N = 180°. Тог да по тео ре ме 10.2 во круг
че ты рёх уголь ни ка ACBN мож но опи сать ок -
руж ность. Так как око ло тре уголь ни ка ABC

64

Рис. 109

BA

C

M N

180° α

α α



мож но опи сать толь ко од ну ок руж ность, то этой ок руж но сти при над ле жат
как точ ка M, так и точ ка N.

1. Ка кую ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло че ты рёх уголь ни ка?
2. В ка ком слу чае го во рят, что че ты рёх уголь ник впи сан в ок ружность?
3. Ка ким свой ст вом об ла да ют уг лы впи сан но го в ок руж ность че ты рёх -

уголь ни ка?
4. При ка ком ус ло вии око ло че ты рёх уголь ни ка мож но опи сать ок руж -

ность?
5. Ка кую ок руж ность на зы ва ют впи сан ной в че ты рёх уголь ник?
6. В ка ком слу чае го во рят, что че ты рёх уголь ник опи сан око ло ок руж -

но сти?
7. Ка ким свой ст вом об ла да ют сто ро ны опи сан но го око ло ок руж но сти

че ты рёх уголь ни ка?
8. При ка ком ус ло вии в че ты рёх уголь ник мож но впи сать ок ружность?

Прак ти че ские за да ния

326. На чер ти те пря мо уголь ник со сто ро на ми 2 см и 3 см. Опи ши те око ло
не го ок руж ность.

327. На чер ти те про из воль ную рав но бо кую тра пе цию. Опи ши те око ло неё
ок руж ность.

328. На чер ти те рав но бо кую тра пе цию с бЏльшим ос но ва ни ем 6 см, бо ко -
вой сто ро ной 4 см и уг лом 60°. Впи ши те в неё ок руж ность.

329. На чер ти те про из воль ный квад рат. Впи ши те в не го ок руж ность и опи-
 ши те око ло не го ок руж ность.

Уп раж не ния

330. Мож но ли опи сать ок руж ность око ло че ты рёх уголь ни ка ABCD, ес ли
его уг лы A, B, C и D со от вет ст вен но рав ны:
1) 90°, 90°, 80°, 100°; 2) 90°, 80°, 90°, 100°; 3) 50°, 70°, 130°, 110°?

331. Мож но ли опи сать ок руж ность око ло че ты рёх уголь ни ка ABCD, ес ли
его уг лы A, B, C и D со от вет ст вен но про пор цио наль ны чис лам:
1) 3, 8, 11, 6; 2) 4, 5, 4, 2?

332. До ка жи те, что мож но опи сать ок руж ность око ло:
1) лю бо го пря мо уголь ни ка;
2) лю бой рав но бо кой тра пе ции.

333. Ка кая точ ка яв ля ет ся цен тром ок руж но сти, опи сан ной око ло пря мо -
уголь ни ка?

?
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334. Мож но ли опи сать ок руж ность око ло ром ба, не яв ляю ще го ся квад -
ра том?

335. В пря мо уголь ни ке ABCD из вест но, что AB = 12 см, ∠CAD = 30°.
Най ди те ра ди ус ок руж но сти, опи сан ной око ло дан но го пря мо уголь -
ни ка.

336. Мож но ли впи сать ок руж ность в че ты рёх уголь ник ABCD, ес ли его
сто ро ны AB, BC, CD, AD со от вет ст вен но про пор цио наль ны чис лам:
1) 7, 8, 12, 11; 2) 7, 12, 8, 11?

337. Сум ма двух про ти во ле жа щих сто рон опи сан но го око ло ок руж но сти
че ты рёх уголь ни ка рав на 18 см. Най ди те пе ри метр дан но го че ты рёх -
уголь ни ка.

338. Бо ко вая сто ро на рав но бо кой тра пе ции рав на 7 см. Че му ра вен пе ри -
метр дан ной тра пе ции, ес ли в неё мож но впи сать ок руж ность?

339. В че ты рёх уголь ни ке CDEF, в ко то рый мож но впи сать ок руж ность,
CD = 6 см, DE = 8 см, EF = 12 см. Най ди те сто ро ну CF.

340. До ка жи те, что в лю бой ромб мож но впи сать ок руж ность. Ка кая точ ка
яв ля ет ся цен тром ок руж но сти, впи сан ной в ромб?

341. Мож но ли впи сать ок руж ность в па рал ле ло грамм, ко то рый не яв ля -
ет ся ром бом?

342. Под ка ким уг лом вид на бо ко вая сто ро на тра пе ции из цен тра впи сан -
ной ок руж но сти?

343. Один из уг лов ром ба ра вен 60°, а бЏльшая диа го наль рав на 24 см. Най -
ди те ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в дан ный ромб.

344. До ка жи те, что ес ли в пря мо уголь ник мож но впи сать ок руж ность, то
этот пря мо уголь ник яв ля ет ся квад ра том.

345. До ка жи те, что ес ли око ло ром ба мож но опи сать ок руж ность, то этот
ромб яв ля ет ся квад ра том.

346. Сто ро на AD че ты рёх уголь ни ка ABCD яв ля ет ся диа мет ром ок руж но -
сти, опи сан ной око ло не го, ∠ABC = 108°, ∠BCD = 132°. Най ди те уг-
 лы BAD, ADC, CAD, BDA.

347. Най ди те уг лы че ты рёх уголь ни ка MNKP, впи сан но го в ок руж ность,
ес ли ∠MKP = 58°, ∠MPN = 34°, ∠KMP = 16°.

348. Рав но бо кая тра пе ция впи са на в ок руж ность, центр ко то рой при над -
ле жит од но му из ос но ва ний. Угол ме ж ду диа го на ля ми тра пе ции, про-
 ти во ле жа щий её бо ко вой сто ро не, ра вен 56°. Най ди те уг лы тра пеции.

349. Вы со ты BM и CK ост ро уголь но го тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ют ся
в точ ке H. До ка жи те, что точ ки A, K, H и M ле жат на од ной ок руж -
но сти.

350. В пря мо уголь ную тра пе цию впи са на ок руж ность. Точ ка ка са ния де-
 лит бЏльшую бо ко вую сто ро ну на от рез ки дли ной 8 см и 50 см. Най -
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ди те пе ри метр дан ной тра пе ции, ес ли ра ди ус впи сан ной ок руж но сти
ра вен 20 см.

351. В пря мо уголь ную тра пе цию впи са на ок руж ность. Точ ка ка са ния де-
 лит бЏль шую бо ко вую сто ро ну на от рез ки дли ной 3 см и 12 см. Най -
ди те ра ди ус впи сан ной ок руж но сти, ес ли пе ри метр тра пе ции ра вен
54 см.

352. Центр ок руж но сти, опи сан ной око ло тра пе ции, при над ле жит боль-
 ше му ос но ва нию, а бо ко вая сто ро на рав на мень ше му ос но ва нию. Най -
ди те уг лы тра пе ции.

353. Диа го наль тра пе ции, впи сан ной в ок руж ность, рав на d. Бо ко вая сто-
 ро на вид на из цен тра опи сан ной ок руж но сти под уг лом 120°. Най ди -
те сред нюю ли нию тра пе ции.

354. Бо ко вые сто ро ны и мень шее ос но ва ние рав но бо кой тра пе ции рав ны
6 см, а один из её уг лов ра вен 60°. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, опи-
 сан ной око ло дан ной тра пе ции.

355. Из про из воль ной точ ки M ка те та AC пря мо уголь но го тре уголь ни ка
ABC опу щен пер пен ди ку ляр MK на ги по те ну зу AB. До ка жи те, что
∠MKC = ∠MBC.

356. Из про из воль ной точ ки O, ко то рая при над ле жит ост ро му уг лу A, но
не при над ле жит его сто ро нам, опу ще ны пер пен ди ку ля ры OB и OC
на его сто ро ны. До ка жи те, что ∠OAB = ∠OCB.

357. Бис сек три сы BK и CM тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ют ся в точ ке O,
∠A = 60°. Най ди те ∠CMK.

358. Бис сек три сы MA и KB тре уголь ни ка MNK пе ре се ка ют ся в точ ке O,
точ ки A, N, B и O ле жат на од ной ок руж но сти. Най ди те ∠N.

359. Вне пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC на его ги по те ну зе AB по стро -
ен квад рат ABFD. До ка жи те, что ∠ACO = ∠OCB, где O — точ ка пе-
 ре се че ния диа го на лей квад ра та.

360. Вер ши ны A и B тре уголь ни ка ABC с пря-
 мым уг лом C сколь зят по сто ро нам пря мо го
уг ла с вер ши ной P (рис. 110). До ка жи те,
что точ ка C при этом пе ре ме ща ет ся по от-
 резку.

361. Из про из воль ной точ ки M, при над ле жа щей
уг лу с вер ши ной A, но не при над ле жа щей
его сто ро нам, про ве де ны пер пен ди ку ля ры
MP и MQ к сто ро нам уг ла. Из точ ки A про-
 ве дён пер пен ди ку ляр AK к от рез ку PQ. До -
ка жи те, что ∠PAK = ∠MAQ.
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362. В ост ро уголь ном тре уголь ни ке ABC от рез ки CC1 и AA1 — вы со ты. До -
ка жи те, что се ре дин ный пер пен ди ку ляр от рез ка C1A1 про хо дит че рез
се ре ди ну сто ро ны AC.

363. На бо ко вых сто ро нах тра пе ции, в ко то рую мож но впи сать ок руж -
ность, как на диа мет рах по строе ны две ок руж но сти. До ка жи те, что
эти ок руж но сти име ют од ну об щую точ ку.

Уп раж не ния для по вто ре ния

364. Че рез се ре ди ну диа го на ли AC па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на
пря мая, пе ре се каю щая сто ро ны BC и AD. Эта пря мая пе ре се ка ет
пря мые AB и CD в точ ках M и K со от вет ст вен но. Оп ре де ли те вид че-
 ты рёх уголь ни ка AMCK.

365. В тре уголь ни ке ABC от ре зок AD — бис сек три са. Че рез точ ку D про-
 ве де на пря мая, ко то рая па рал лель на сто ро не AC и пе ре се ка ет сто ро -
ну AB в точ ке E. Че рез точ ку E про ве де на пря мая, ко то рая па рал -
лель на сто ро не BC и пе ре се ка ет сто ро ну AC в точ ке F. До ка жи те,
что AE = CF.

366. Вы со та BM ром ба ABCD, опу щен ная из вер ши ны ту по го уг ла на сто-
 ро ну AD, пе ре се ка ет диа го наль AC в точ ке K, ∠BKC = 64°. Най ди те
∠ABC.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

367. Мож но ли квад рат раз ре зать на ты ся че уголь ник и 199 пя ти уголь -
ников?
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За да ние № 1 в тес то вой фор ме «Про верь те се бя»

1. Ка ким из пред став лен ных спо со бов мож но
обо зна чить че ты рёх уголь ник, изо бра жён ный
на ри сун ке 111?
А) MPQN В) NPMQ
Б) QMNP Г) QNPM

2. Ка кие уг лы мо гут быть в че ты рёх уголь ни ке?
А) че ты ре ту пых уг ла
Б) че ты ре ост рых уг ла
В) два ту пых и два пря мых уг ла
Г) два пря мых уг ла, один ост рый угол и один ту пой угол

3. В че ты рёх уголь ни ке ка ж дая сто ро на рав на од ной и той же его
диа го на ли. Че му рав ны уг лы че ты рёх уголь ни ка?
А) 60°, 60°, 120°, 120° В) 90°, 90°, 90°, 90°
Б) 60°, 120°, 90°, 90° Г) 150°, 30°, 150°, 30°

4. Бис сек три са уг ла па рал ле ло грам ма де лит его сто ро ну по по лам.
Че му рав ны сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли его пе ри метр ра вен
30 см?
А) 5 см, 10 см В) 7 см, 8 см
Б) 6 см, 4 см Г) 3 см, 12 см

5. Че ты рёх уголь ник яв ля ет ся па рал ле ло грам мом, ес ли
А) у не го име ют ся две па ры рав ных сто рон
Б) у не го име ют ся две па ры рав ных уг лов
В) ка ж дая диа го наль де лит его на два рав ных тре уголь ни ка
Г) у не го три сто ро ны рав ны

6. Ка кое из дан ных ут вер жде ний не вер но?
А) че ты рёх уголь ник, ко то рый од но вре мен но яв ля ет ся и ром бом,
и пря мо уголь ни ком, — квад рат
Б) па рал ле ло грамм, у ко то ро го диа го на ли рав ны и пер пен ди ку -
ляр ны, — квад рат
В) па рал ле ло грамм, у ко то ро го все уг лы пря мые, а диа го на ли рав-
 ны, — квад рат
Г) ромб, у ко то ро го диа го на ли рав ны, — квад рат

7. В тре уголь ни ке ABC точ ки M и N при над ле жат со от вет ст вен но
сто ро нам AB и BC. От ре зок MN яв ля ет ся сред ней ли ни ей, ес ли

А) MN � AC В) MN = AC, ∠BNM = ∠BAC

Б) MN = AC Г) MN = AC, ∠BNM = ∠BCA1
2

1
2

1
2
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8. Ка кое из при ве дён ных свойств не мо жет иметь тра пе ция?
А) про ти во ле жа щие уг лы рав ны
Б) диа го на ли рав ны и пер пен ди ку ляр ны
В) один из уг лов при боль шем ос но ва нии боль ше од но го из уг лов
при мень шем ос но ва нии
Г) сред няя ли ния тра пе ции рав на её вы со те

9. Впи сан ные уг лы од ной ок руж но сти рав ны, ес ли они
А) опи ра ют ся на од ну хор ду
Б) име ют об щую вер ши ну
В) опи ра ют ся на од ну ду гу
Г) име ют об щую сто ро ну

10. Око ло че ты рёх уголь ни ка CDEF опи са на ок руж ность,
∠CDF = 80°, ∠DEC = 30°. Че му ра вен угол DCF?
А) 50° Б) 110° В) 70° Г) 90°

Итоги гла вы 1

Сум ма уг лов че ты рёх уголь ни ка
Сум ма уг лов че ты рёх уголь ни ка рав на 360°.

Па рал ле ло грамм
Па рал ле ло грам мом на зы ва ют че ты рёх уголь ник, у ко то ро -
го ка ж дые две про ти во ле жа щие сто ро ны па рал лель ны.

Свой ст ва па рал ле ло грам ма
• Про ти во ле жа щие сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны.
• Про ти во ле жа щие уг лы па рал ле ло грам ма рав ны.
• Диа го на ли па рал ле ло грам ма точ кой пе ре се че ния де лят ся

по по лам.

Вы со та па рал ле ло грам ма
Вы со той па рал ле ло грам ма на зы ва ют пер пен ди ку ляр, опу-
 щен ный из лю бой точ ки пря мой, со дер жа щей сто ро ну па-
 рал ле ло грам ма, на пря мую, со дер жа щую про ти во ле жа -
щую сто ро ну.
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При зна ки па рал ле ло грам ма
• Ес ли в че ты рёх уголь ни ке ка ж дые две про ти во ле жа щие сто-

 ро ны рав ны, то этот че ты рёх уголь ник — па раллелограмм.
• Ес ли в че ты рёх уголь ни ке две про ти во ле жа щие сто ро ны

рав ны и па рал лель ны, то этот че ты рёх уголь ник — па рал -
ле ло грамм.

• Ес ли в че ты рёх уголь ни ке диа го на ли точ кой пе ре се че ния
де лят ся по по лам, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло -
грамм.

Пря мо уголь ник
Пря мо уголь ни ком на зы ва ют па рал ле ло грамм, у ко то ро го
все уг лы пря мые.

Осо бое свой ст во пря мо уголь ни ка
Диа го на ли пря мо уголь ни ка рав ны.

При зна ки пря мо уголь ни ка
• Ес ли один из уг лов па рал ле ло грам ма пря мой, то этот па-

 рал ле ло грамм — пря мо уголь ник.
• Ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма рав ны, то этот па рал ле -

ло грамм — пря мо уголь ник.

Ромб
Ром бом на зы ва ют па рал ле ло грамм, у ко то ро го все сто ро -
ны рав ны.

Осо бое свой ст во ром ба
Диа го на ли ром ба пер пен ди ку ляр ны и яв ля ют ся бис сек -
три са ми его уг лов.

При зна ки ром ба
• Ес ли диа го на ли па рал ле ло грам ма пер пен ди ку ляр ны, то

этот па рал ле ло грамм — ромб.
• Ес ли диа го наль па рал ле ло грам ма яв ля ет ся бис сек три сой

его уг ла, то этот па рал ле ло грамм — ромб.

Квад рат
Квад ра том на зы ва ют пря мо уголь ник, у ко то ро го все сто-
 ро ны рав ны.

Сред няя ли ния тре уголь ни ка
Сред ней ли ни ей тре уголь ни ка на зы ва ют от ре зок, со еди -
няю щий се ре ди ны двух его сто рон.
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Свой ст во сред ней ли нии тре уголь ни ка
Сред няя ли ния тре уголь ни ка, со еди няю щая се ре ди ны
двух его сто рон, па рал лель на треть ей сто ро не и рав на её
по ло ви не.

Тра пе ция
Тра пе ци ей на зы ва ют че ты рёх уголь ник, у ко то ро го две сто-
 ро ны па рал лель ны, а две дру гие не па рал лель ны.

Вы со та тра пе ции
Вы со той тра пе ции на зы ва ют пер пен ди ку ляр, опу щен ный
из лю бой точ ки пря мой, со дер жа щей од но из ос но ва ний,
на пря мую, со дер жа щую дру гое ос но ва ние.

Сред няя ли ния тра пе ции
Сред ней ли ни ей тра пе ции на зы ва ют от ре зок, со еди няю -
щий се ре ди ны бо ко вых сто рон тра пе ции.

Свой ст во сред ней ли нии тра пе ции
Сред няя ли ния тра пе ции па рал лель на ос но ва ни ям и рав-
 на их по лу сум ме.

Цен траль ный угол ок руж но сти
Цен траль ным уг лом ок руж но сти на зы ва ют угол с вер ши -
ной в цен тре ок руж но сти.

Впи сан ный угол ок руж но сти
Впи сан ным уг лом ок руж но сти на зы ва ют угол, вер ши на ко-
 то ро го ле жит на ок руж но сти, а сто ро ны пе ре се ка ют ок руж-
 ность.

Гра дус ная ме ра впи сан но го уг ла ок руж но сти
Гра дус ная ме ра впи сан но го уг ла рав на по ло ви не гра дус -
ной ме ры ду ги, на ко то рую он опи ра ет ся.

Свой ст ва впи сан ных уг лов
• Впи сан ные уг лы, опи раю щие ся на од ну и ту же ду гу, рав-

 ны.
• Впи сан ный угол, опи раю щий ся на диа метр (по лу ок руж -

ность), — пря мой.

Ок руж ность, опи сан ная око ло че ты рёх уголь ни ка
Ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло че ты рёх уголь ни -
ка, ес ли она про хо дит че рез все его вер ши ны.
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Свой ст во впи са н  но го в ок руж ность че ты рёх уголь ни ка
Ес ли че ты рёх уголь ник яв ля ет ся впи сан ным в ок руж ность,
то сум ма его про ти во ле жа щих уг лов рав на 180°.

При знак че ты рёх уголь ни ка, около которого можно описать 
окружность

Ес ли в че ты рёх уголь ни ке сум ма про ти во ле жа щих уг лов
рав на 180°, то око ло не го мож но опи сать ок руж ность.

Ок руж ность, впи сан ная в че ты рёх уголь ник
Ок руж ность на зы ва ют впи сан ной в че ты рёх уголь ник, ес ли
она ка са ет ся всех его сто рон.

Свой ст во опи са н  но го око ло ок руж но сти че ты рёх уголь ни ка
Ес ли че ты рёх уголь ник яв ля ет ся опи сан ным око ло ок руж -
но сти, то сум мы его про ти во ле жа щих сто рон рав ны.

При знак че ты рёх уголь ни ка, в который можно вписать окружность
Ес ли в вы пук лом че ты рёх уголь ни ке сум мы про ти во ле жа -
щих сто рон рав ны, то в не го мож но впи сать ок руж ность.
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Гла ва 2. По до бие тре уголь ни ков

Изу чив ма те ри ал этой гла вы, вы уз нае те о свой ст вах от рез -
ков, от се кае мых па рал лель ны ми пря мы ми на сто ро нах уг ла.

Вы нау чи тесь на хо дить сре ди тре уголь ни ков те, ко то рые
име ют оди на ко вую фор му, но раз ные раз ме ры.

Вы по зна ко ми тесь со свой ст вом пе ре се каю щих ся хорд
и свой ст вом ка са тель ной и се ку щей, про ве дён ных к ок руж но сти
че рез од ну точ ку.

Вы уз на ете, ка кие тре уголь ни ки на зы ва ют по доб ны ми, и на-
у чи тесь при ме нять их свой ст ва.

§ 11. Тео ре ма Фа ле са. 
Тео ре ма о про пор цио наль ных от рез ках

Тео ре ма 11.1
(тео ре ма Фа ле са)

Ес ли па рал лель ные пря мые, пе ре се каю щие сто ро ны уг -
ла, от се ка ют на од ной его сто ро не рав ные от рез ки, то
они от се ка ют рав ные от рез ки и на дру гой его сто ро не.

До ка за тель ст во
Пусть дан угол AOB (рис. 112). Из вест -

но, что OA1 = A1A2 = A2A3 = A3A4 = ..., 
A1B1 � A2B2, A2B2 � A3B3, A3B3 � A4B4, … . До -
ка жем, что OB1 = B1B2 = B2B3 = B3B4 = ... .

Пред по ло жим, что OB1 ≠ B1B2. Пусть
се ре ди ной от рез ка OB2 яв ля ет ся не ко то рая
точ ка C1. То гда от ре зок A1C1 — сред няя ли-
ния тре уголь ни ка A2OB2. От сю да A1C1 � A2B2.
Зна чит, че рез точ ку A1 про хо дят две пря мые,
па рал лель ные пря мой A2B2, что про ти во ре -
чит ак сио ме па рал лель ных пря мых. Сле до ва -
тель но, OB1 = B1B2.

Пред по ло жим, что B1B2 ≠ B2B3. Пусть
се ре ди ной от рез ка B1B3 яв ля ет ся не ко то рая
точ ка C2. То гда от ре зок A2C2 — сред няя ли ния тра пе ции A3A1B1B3. От сю да
A2C2 � A3B3. Зна чит, че рез точ ку A2 про хо дят две пря мые, па рал лель ные
пря мой A3B3. Мы при шли к про ти во ре чию. Сле до ва тель но, B1B2 = B2B3.
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Ана ло гич но до ка зы ва ют, что B2B3 = B3B4 и т. д. 

Оп ре де ле ние
От но ше ни ем двух от рез ков на зы ва ют от но ше ние их
длин, вы ра жен ных в од них и тех же еди ни цах из мерения.

Ес ли, на при мер, AB = 8 см, CD = 6 см, то от но ше ние от рез ка AB к от-

рез ку CD рав но . За пи сы ва ют: , т. е. .

Ес ли , то го во рят, что от рез ки AB и CD про пор цио наль-

ны со от вет ст вен но от рез кам A1B1 и C1D1.
Ана ло гич но мож но го во рить о про пор цио наль но сти боль ше го чис ла 

от рез ков. На при мер, ес ли , то го во рят, что от рез ки AB, 

CD, MN про пор цио наль ны со от вет ст вен но от рез кам A1B1, C1D1, M1N1.

Тео ре ма 11.2
(тео ре ма о про пор цио наль ных от рез ках)

Ес ли па рал лель ные пря мые пе ре се ка ют сто ро ны уг ла, то
от рез ки, об ра зо вав шие ся на од ной сто ро не уг ла, про пор -
цио наль ны со от вет ст вую щим от рез кам, об ра зо вав шим -
ся на дру гой сто ро не уг ла.

До ка за тель ство этой тео ре мы вы хо дит за рам ки школь но го кур са гео-
 мет рии. Мы при ве дём до ка за тель ство для ча стно го слу чая.

AB
A B

CD
C D

MN
M N1 1 1 1 1 1

= =

AB
A B

CD
C D1 1 1 1

=

8
6

AB
CD

= 8
6

AB
CD

= 4
3
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Пусть сто ро ны уг ла MON пе ре се че ны па рал лель ны ми пря мы ми AA1
и BB1 (рис. 113). До ка жем, что:

1) ; 2) ; 3) .

До ка жем пер вое из этих ра венств (ос таль ные два до ка зы ва ют ся ана-
 ло гич но).

Пусть для от рез ков OA и AB су ще ст ву ет та кой от ре зок дли ной l, ко-
 то рый ук ла ды ва ет ся це лое чис ло раз в ка ж дом из них. Име ем: OA = ml,
AB = nl, где m и n — не ко то рые на ту раль ные чис ла.

То гда от рез ки OA и AB мож но раз де лить со от вет ст вен но на m и n
рав ных от рез ков, ка ж дый из ко то рых ра вен l.

Че рез кон цы по лу чен ных от рез ков про ве дём пря мые, па рал лель ные
пря мой BB1 (рис. 114). По тео ре ме Фа ле са эти пря мые де лят от рез ки OA1
и A1B1 со от вет ст вен но на m и n рав ных от рез ков. Пусть ка ж дый из этих
от рез ков ра вен l1. Тог да OA1 = ml1, A1B1 = nl1.

Име ем: , . От сю да . То гда 

.

По че му же при ве дён ные рас суж де ния нель зя счи тать полным дока-
зательством теоремы? Де ло в том, что не для лю бых двух от рез ков су ще -
ст ву ет от ре зок, ко то рый ук ла ды ва ет ся в ка ж дом из них це лое чис ло раз.
В ча ст но сти, для от рез ков OA и AB та кой от ре зок мо жет и не су ще ст во -
вать. До ка за тель ст во для это го слу чая вы хо дит за пре де лы рас смат ри ва -
емо го кур са. 

Ес ли ри су нок 113 до пол нить пря мой CC1, па рал лель ной пря мой BB1

(рис. 115), то, рас су ж дая ана ло гич но, по лу чим, на при мер, что .
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За ме ча ние. Тео ре ма 11.2 ос та ёт ся спра вед ли вой, ес ли вме сто сто рон
уг ла взять две лю бые пря мые.

Тео ре ма 11.3
Три ме диа ны тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной точ ке,
ко то рая де лит ка ж дую из них в от но ше нии 2 : 1, счи тая от
вер ши ны тре уголь ни ка.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 116 ме диа ны AA1 и BB1 тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ют ся

в точ ке M. До ка жем, что ме диа на CC1 так же про хо дит че рез точ ку M

и .

Про ве дём B1K � AA1. Так как AB1 = B1C, то по тео ре ме Фа ле са A1K =

= KC, т. е. . По сколь ку BA1 = A1C, то . По тео ре ме 

о про пор цио наль ных от рез ках .

Та ким об ра зом, ме диа на AA1, пе ре се кая ме диа ну BB1, де лит её в от-
 но ше нии 2 : 1, счи тая от вер ши ны B.

Ана ло гич но мож но до ка зать (сде лай те это са мо стоя тель но), что ме-
 диа на CC1 так же де лит ме диа ну BB1 в от но ше нии 2 : 1, счи тая от вер ши -
ны B (рис. 117). 

А это оз на ча ет, что все три ме диа ны тре уголь ни ка ABC про хо дят че-
 рез од ну точ ку. Мы до ка за ли, что эта точ ка де лит ме диа ну BB1 в от но ше нии
2 : 1. То, что эта точ ка де лит в от но ше нии 2 : 1 так же ме диа ны AA1 и CC1,
до ка зы ва ет ся ана ло гич но. 

На ри сун ке 118 изо бра жён тре уголь ник ABC. Точ ка D при над ле жит
сто ро не AC. В этом слу чае го во рят, что сто ро ны AB и BC при ле жат со от -
вет ст вен но к от рез кам AD и DC.
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Тео ре ма 11.4
(свой ст во бис сек три сы тре уголь ни ка)

Бис сек три са тре уголь ни ка де лит сто ро ну на от рез ки, про-
 пор цио наль ные при ле жа щим к ним сто ро нам.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 119 от ре зок BD — бис сек три са 

тре уголь ни ка ABC. До ка жем, что .

Че рез точ ку C про ве дём пря мую, па рал -
лель ную пря мой BD. Пусть про ве дён ная пря-
 мая пе ре се ка ет пря мую AB в точ ке E. Уг лы 1
и 2 рав ны как на крест ле жа щие при па рал лель -
ных пря мых BD и CE и се ку щей BC; уг лы 3 и 4
рав ны как со от вет ст вен ные при па рал лель ных
пря мых BD и CE и се ку щей AE. По сколь ку BD — бис сек три са треугольника
АВС, то ∠4 = ∠1. От сю да ∠2 = ∠3. То гда тре уголь ник CBE — рав но бед рен -
ный с рав ны ми сто ро на ми ВС и BE. По тео ре ме о про пор цио наль ных от-

 рез ках . По сколь ку BE = BC, то . 

За да ча. Раз де ли те дан ный от ре зок на три
рав ных от рез ка.

Ре ше ние. Че рез ко нец A дан но го от рез ка
AB про ве дём луч AC, не при над ле жа щий пря-
 мой AB (рис. 120). От ме тим на лу че AC про из -
воль ную точ ку A1. За тем от ме тим точ ки A2 и A3
так, что бы AA1 = A1A2 = A2A3. Про ве дём от ре -
зок A3B. Че рез точ ки A1 и A2 про ве дём пря мые,
па рал лель ные пря мой A3B. Они пе ре се кут от ре -
зок AB в точ ках B1 и B2 со от вет ст вен но. По тео-
 ре ме Фа ле са AB1 = B1B2 = B2B. 

1. Сфор му ли руй те тео ре му Фа ле са.
2. Что на зы ва ют от но ше ни ем двух от рез ков?
3. В ка ком слу чае го во рят, что от рез ки AB и CD про пор цио наль ны от-

 рез кам A1B1 и C1D1?
4. Сфор му ли руй те тео ре му о про пор цио наль ных от рез ках.
5. Сфор му ли руй те тео ре му о пе ре се че нии ме ди ан тре уголь ни ка.
6. Сфор му ли руй те свой ст во бис сек три сы тре уголь ни ка.

?
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Прак ти че ские за да ния

368. На чер ти те про из воль ный от ре зок и раз де ли те его на пять рав ных ча-
с тей.

369. На чер ти те про из воль ный от ре зок и раз де ли те его на семь рав ных ча-
с тей.

370. Начертите произвольный от ре зок AB и постройте на нём точ ку C
та кую, что AC : CB = 2 : 7.

371. Начертите произвольный от ре зок CD и постройте на нём точ ку E
та кую, что CE : ED = 1 : 5.

Уп раж не ния

372. На ри сун ке 121 OA1 = A1A2 = A2A3 = A3A4, A1B1 � A2B2 � A3B3 � A4B4,
OB1 = 3 см. Най ди те от рез ки B1B2, OB3, B1B4.

373. На ри сун ке 122 AB = BC, EF = 5 см. Най ди те от ре зок ED.
374. Най ди те от но ше ние от рез ков AB и CD, ес ли их дли ны со от вет ст -

вен но рав ны 12 см и 18 см. Из ме нит ся ли это от но ше ние, ес ли дли ны
дан ных от рез ков вы ра зить в де ци мет рах? в мил ли мет рах?

375. Про пор цио наль ны ли от рез ки AB и CD со от вет ст вен но от рез кам EF
и MK, ес ли:
1) AB = 16 см, CD = 6 см, EF = 24 см, MK = 9 см;
2) AB = 8 см, CD = 20 см, EF = 10 см, MK = 35 см?

376. Сре ди от рез ков AB, CD, EF, MK, PS вы бе ри те че ты ре от рез ка так,
что бы два из них бы ли про пор цио наль ны двум дру гим от рез кам, ес ли
AB = 3 см, CD = 16 см, EF = 18 см, MK = 36 см, PS = 6 см.

377. На ри сун ке 123 BD � CE, AB = 16 см, BC = 6 см, AD = 8 см. Най ди те
от ре зок DE.
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378. На ри сун ке 124 A1B1 � A2B2 � A3B3,
A1A2 = 9 см, A2A3 = 15 см, B1B2 = 6 см.
Най ди те от ре зок B2B3.

379. На ри сун ке 125 DE � AC, BE = 10 см, от-
 ре зок BD в два раза боль ше от рез ка AD.
Най ди те от ре зок BC.

380. Пря мая, па рал лель ная сто ро не BC тре-
 уголь ни ка ABC, пе ре се ка ет его сто ро -
ну AB в точ ке M, а сто ро ну AC — в точ-
 ке K, AM = 9 см, BM = 6 см, KC = 8 см.
Най ди те от ре зок AK.

381. До ка жи те, что сред няя ли ния тре уголь -
ни ка ABC, па рал лель ная сто ро не AC, де-
 лит по по лам лю бой от ре зок, со еди няю -
щий вер ши ну B с про из воль ной точ кой
сто ро ны AC.

382. Рас стоя ние от точ ки пе ре се че ния диа го -
на лей пря мо уголь ни ка до его боль шей
сто ро ны рав но 7 см. Най ди те дли ну мень-
 шей сто ро ны пря мо уголь ни ка.

383. Вы со та рав но сто рон не го тре уголь ни ка рав на 12 см. На ка ком рас-
 стоя нии от сто рон тре уголь ни ка на хо дит ся точ ка пе ре се че ния его
бис сек трис?

384. Ме диа на CD тре уголь ни ка ABC рав на 9 см. Най ди те от рез ки CO
и OD, где O — точ ка пе ре се че ния ме ди ан тре уголь ни ка ABC.

385. От ре зок BD яв ля ет ся бис сек три сой тре уголь ни ка ABC, AB = 40 см,
AD = 30 см, CD = 12 см. Най ди те сто ро ну BC.

386. От ре зок AM — бис сек три са тре уголь ни ка ABC, AB = 48 см,
AC = 32 см, BM = 18 см. Най ди те сто ро ну BC.

387. Кон цы от рез ка, не пе ре се каю ще го дан ную пря мую, уда ле ны от этой
пря мой на 8 см и 14 см. Най ди те рас стоя ние от се ре ди ны это го от рез-
 ка до дан ной пря мой.

388. Рас стоя ние от се ре ди ны хор ды BC до диа мет ра AC рав но 3 см,
∠BAC = 30°. Най ди те хор ду AB.

389. От ре зок BM — вы со та ром ба ABCD, про ве дён ная к сто ро не AD,
∠A = 45°, AM = 8 см. Най ди те рас стоя ние от точ ки пе ре се че ния диа-
 го на лей ром ба до сто ро ны AD.

390. В тре уголь ни ке ABC из ве стно, что AB = BC, AC = 8 см, AD — ме диа -
на, BE — вы со та, BE = 12 см. Из точ ки D опу щен пер пен ди ку ляр DF
на сто ро ну AC. Най ди те от ре зок DF и ∠ADF.
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391. Сто ро на AC тре уголь ни ка ABC рав на 24 см, сто ро на AB раз де ле на на
че ты ре рав ных от рез ка, и че рез точ ки де ле ния про ве де ны пря мые,
па рал лель ные сто ро не AC. Най ди те от рез ки этих пря мых, при над ле -
жа щие тре уголь ни ку.

392. Ос но ва ния тра пе ции рав ны 16 см и 28 см. Од на из бо ко вых сто рон
раз де ле на на три рав ных от рез ка, и че рез точ ки де ле ния про ве де ны
пря мые, па рал лель ные ос но ва ни ям. Най ди те от рез ки этих пря мых,
при над ле жа щие тра пе ции.

393. Сто ро на DE тре уголь ни ка DEF раз де ле на на три рав ных от рез ка,
и че рез точ ки де ле ния про ве де ны пря мые, па рал лель ные сто ро не
DF. Най ди те от рез ки этих пря мых, при над ле жа щие тре уголь ни ку
DEF, ес ли DF = 15 см.

394. До ка жи те, что сред няя ли ния тра пе ции де лит её диа го на ли по полам.
395. Сред няя ли ния MK тра пе ции ABCD пе ре се ка ет диа го наль AC в точ-

 ке E, ME = 4 см, EK = 6 см. Най ди те ос но ва ния тра пе ции.
396. Диа го на ли тра пе ции пе ре се ка ют её сред нюю ли нию MK в точ ках E

и F. До ка жи те, что ME = KF.
397. Ос но ва ния тра пе ции рав ны 12 см и 22 см. Най ди те от рез ки, на ко то -

рые диа го на ли тра пе ции де лят её сред нюю ли нию.
398. На ри сун ке 126 AE � BF � CM � DK,

AB = 25 см, BC = 20 см, CD = 35 см,
EK = 48 см. Най ди те от рез ки EF, FM и MK.

399. Че рез точ ку D, от ме чен ную на сто ро не AC
тре уголь ни ка ABC, про ве де на пря мая, ко-
 то рая па рал лель на сто ро не AB и пе ре се ка -
ет сто ро ну BC в точ ке E, AD : DC = 5 : 7,
BC = 36 см. Най ди те от ре зок BE.

400. Точ ки M и K — се ре ди ны сто рон AB и AD
па рал ле ло грам ма ABCD со от вет ст вен но. До ка жи те, что точ ка пе ре -
се че ния пря мых BK и DM при над ле жит диа го на ли AC.

401. До ка жи те, что ес ли две ме диа ны тре уголь ни ка рав ны, то этот тре-
 уголь ник — рав но бед рен ный.

402. В тре уголь ни ке ABC (AB = BC) про ве де ны ме диа на AM и вы со -
та BH. Най ди те BH, ес ли AM = 45 см, ∠CAM = 30°.

403. Да ны от ре зок AB и точ ка O, не при над ле жа щая пря мой AB. По -
строй те тре уголь ник, для ко то ро го от ре зок AB яв ля ет ся сто ро ной,
а точ ка O — точ кой пе ре се че ния ме ди ан.

404. От ре зок BD — бис сек три са тре уголь ни ка ABC, AB = 28 см,
BC = 20 см, AC = 36 см. Най ди те от рез ки AD и CD.

405. В тре уголь ник ABC впи сан ромб CDEF так, что угол C у них об щий,
а вер ши ны D, E и F ром ба при над ле жат со от вет ст вен но сто ро -
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нам AC, AB и BC тре уголь ни ка. Най ди те сто ро ны AC и BC, ес ли
AE = 30 см, BE = 12 см, а пе ри метр тре уголь ни ка ра вен 105 см.

406. Сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 39 см, 65 см и 80 см. Ок руж ность,
центр ко то рой при над ле жит боль шей сто ро не тре уголь ни ка, ка са ет -
ся двух дру гих сто рон. На ка кие от рез ки центр этой ок руж но сти де-
 лит сто ро ну тре уголь ни ка?

407. Точ ка D — се ре ди на ос но ва ния AC рав но бед рен но го тре уголь ни -
ка ABC. На сто ро не AB от ме ти ли точ ку M так, что AM : MB = 2 : 7.
В ка ком от но ше нии пря мая BD де лит от ре зок CM?

408. В рав но бед рен ном тре уголь ни ке DEF про ве ли вы со ту EC к его ос но -
ва нию и на бо ко вой сто ро не EF от ме ти ли точ ку A. От рез ки EC и DA
пе ре се ка ют ся в точ ке O, при чём AO : OD = 3 : 8. Най ди те от но ше ние
EA : AF.

409. В рав но бед рен ном тре уголь ни ке вы со та, про ве дён ная к ос но ва нию,
рав на 42 см, а ос но ва ние от но сит ся к бо ко вой сто ро не как 6 : 11. Най -
ди те ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в дан ный тре уголь ник.

410. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на 60 см, а центр
впи сан ной ок руж но сти де лит ме диа ну, про ве дён ную к ос но ва нию,
в от но ше нии 12 : 5. Най ди те ос но ва ние тре уголь ни ка.

411. На сто ро не BC тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка M так, что
BM : MC = 3 : 10. В ка ком от но ше нии от ре зок AM де лит ме диа ну BK
тре уголь ни ка ABC?

412. На сто ро не AB тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка M так, что
AM : MB = 4 : 3. В ка ком от но ше нии ме диа на BK: 1) де лит от ре -
зок CM; 2) де лит ся от рез ком CM?

413. До ка жи те, что от ре зок, со еди няю щий се ре ди ны диа го на лей тра пе -
ции, па рал ле лен её ос но ва ни ям и ра вен их по лу раз но сти.

414. Да ны от рез ки a, b, c. По строй те от ре зок x та кой, что a : x = b : c.
415. Че рез точ ку O, при над ле жа щую дан но му уг лу, про ве ди те от ре зок,

кон цы ко то ро го при над ле жат сто ро нам дан но го уг ла и ко то рый де-
 лит ся точ кой O: 1) по по лам; 2) в от но ше нии 2 : 3.

416. По строй те тре уголь ник:
1) по сто ро не и уг лам, ко то рые эта сто ро на об ра зу ет с ме диа на ми,
про ве дён ны ми к двум дру гим сто ро нам;
2) по двум ме диа нам и уг лу ме ж ду ни ми;
3) по вы со те и ме диа не, про ве дён ным к од ной сто ро не, и уг лу ме ж ду
этой сто ро ной и ме диа ной, про ве дён ной к дру гой сто ро не;
4) по трём ме диа нам.

417. По строй те тре уголь ник:
1) по сто ро не и ме диа нам, про ве дён ным к двум дру гим сто ро нам;
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2) по вы со те, про ве дён ной к од ной из сто рон, и ме диа нам, про ве дён -
ным к двум дру гим сто ро нам.

418. На сто ро нах уг ла A от ме че ны точ ки B1, B2, C1, C2 так, что 

(рис. 127). До ка жи те, что B1C1 � B2C2.

419. Бис сек три са внеш не го уг ла при вер ши не B тре уголь ни ка ABC пе ре -
се ка ет луч AC в точ ке D. До ка жи те, что AB : BC = AD : CD.

Уп раж не ния для по вто ре ния

420. Сто ро на квад ра та ABCD рав на a. На ду ге AC ок руж но сти с цен тром
B, ра ди ус ко то рой ра вен a, от ме че на точ ка E та кая, что ∠BEC = 75°.
Най ди те от ре зок AE.

421. Диа го наль тра пе ции пер пен ди ку ляр на её ос но ва ни ям, ту пой угол,
при ле жа щий к боль ше му ос но ва нию, ра вен 120°, бо ко вая сто ро на,
при ле жа щая к это му уг лу, — 12 см, а боль шее ос но ва ние — 16 см. Най -
ди те сред нюю ли нию тра пе ции.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

422. Рав но сто рон ний тре уголь ник по крыт пя тью мень ши ми рав ны ми ме -
ж ду со бой рав но сто рон ни ми тре уголь ни ка ми. До ка жи те, что для по-
 кры тия дос та точ но и че ты рёх та ких тре уголь ни ков.

§ 12. По доб ные тре уголь ни ки

На ри сун ке 128 вы ви ди те умень шен ное изо бра же ние об лож ки учеб-
 ни ка по гео мет рии. Во об ще в по все днев ной жиз ни час то встре ча ют ся объ-
 ек ты, имею щие оди на ко вую фор му, но раз ные раз ме ры (рис. 129).
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Гео мет ри че ские фи гу ры, ко то рые име ют оди на ко вую фор му, на зы ва -
ют по доб ны ми. На при мер, по доб ны ми яв ля ют ся лю бые две ок руж но сти,
два квад ра та, два рав но сто рон них тре уголь ни ка (рис. 130).

На ри сун ке 131 изо бра же ны тре уголь ни ки ABC и A1B1C1, у ко то рых
рав ны уг лы: ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1, ∠C = ∠C1.

Сто ро ны AB и A1B1 ле жат про тив рав ных уг лов C и C1. Та кие сто ро -
ны на зы ва ют со от вет ст вен ны ми. Со от вет ст вен ны ми так же яв ля ют ся сто-
 ро ны BC и B1C1, CA и C1A1.

Оп ре де ле ние
Два тре уголь ни ка на зы ва ют по доб ны ми, ес ли их уг лы со-
 от вет ст вен но рав ны и сто ро ны од но го тре уголь ни ка про-
 пор цио наль ны со от вет ст вен ным сто ро нам дру го го тре-
 уголь ни ка. 

На при мер, на ри сун ке 132 изо бра же ны тре уголь ни ки ABC и A1B1C1, 

у ко то рых ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1, ∠C = ∠C1 и . По оп -

ре де ле нию эти тре уголь ни ки по доб ны. Пи шут: ΔABC � ΔA1B1C1 (чи та ют:
«тре уголь ник ABC по до бен тре уголь ни ку A1B1C1»).

Чис ло 2, ко то ро му рав но от но ше ние со от вет ст вен ных сто рон, на зы-
 ва ют ко эф фи ци ен том по до бия. Го во рят, что тре уголь ник ABC по до бен
тре уголь ни ку A1B1C1 с ко эф фи ци ен том по до бия, рав ным 2. Пи шут: 
ΔABC �

2 ΔA1B1C1.

Так как , то мож но так же ска зать, что тре уголь-

ник A1B1C1 по до бен тре уголь ни ку ABC с ко эф фи ци ен том по до бия . Пи-

шут: ΔA1B1C1 � ΔABC.
1
2

1
2

A B
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2

= = =
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Из оп ре де ле ния рав ных тре уголь ни ков сле ду ет, что лю бые два рав-
 ных тре уголь ни ка по доб ны с ко эф фи ци ен том по до бия, рав ным 1.

Ес ли ΔABC � ΔA1B1C1 и ΔA1B1C1 � ΔA2B2C2, то ΔABC � ΔA2B2C2. До -
ка жи те это свой ст во са мо стоя тель но.

Лем мой на зы ва ют вспо мо га тель ную тео ре му, ко то рую ис поль зу ют
для до ка за тель ст ва дру гих тео рем.

Лемма
о по доб ных тре уголь ни ках

Пря мая, па рал лель ная сто ро не тре уголь ни ка и пе ре се -
каю щая две дру гие его сто ро ны, от се ка ет от дан но го тре-
 уголь ни ка ему по доб ный.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 133 изо бра жён тре уголь -

ник ABC, от ре зок A1C1 па рал ле лен сто ро не
AC. До ка жем, что ΔABC � ΔA1BC1.

Уг лы A и A1, C и C1 рав ны как со от -
вет ст вен ные при па рал лель ных пря мых
A1C1 и AC и се ку щих AB и CB со от вет ст -
вен но. Сле до ва тель но, уг лы рас смат ри вае -
мых тре уголь ни ков со от вет ствен но рав ны.

По ка жем, что сто ро ны BA и BC про-
 пор цио наль ны со от вет ст вен но сто ро нам
BA1 и BC1.

Из тео ре мы о про пор цио наль ных от рез ках сле ду ет, что . 

От сю да .

Про ве дём C1C2 � AB. По лу ча ем . По оп ре де ле нию че ты рёх -

уголь ник AA1C1C2 — па рал ле ло грамм. То гда AC2 = A1C1. От сю да .

Та ким об ра зом, до ка за но, что .

Сле до ва тель но, у тре уголь ни ков ABC и A1BC1 уг лы со от вет ствен но
рав ны и со от вет ст вен ные сто ро ны про пор цио наль ны. По это му по оп ре де -
ле нию эти тре уголь ни ки по доб ны. 

За да ча. До ка жи те, что от но ше ние пе ри мет ров по доб ных тре уголь -
ни ков рав но ко эф фи ци ен ту по до бия.
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Ре ше ние. Пусть тре уголь ник A1B1C1 по до бен тре уголь ни ку ABC с ко -

эф фи ци ен том по до бия k. То гда , от ку да A1B1 = k · AB, 
B1C1 = k · BC, A1C1 = k · AC.

Обо зна чим P1 — пе ри метр тре уголь ни ка A1B1C1, P — пе ри метр тре-
 уголь ни ка ABC. Име ем:
P1 = A1B1 + B1C1 + A1C1 = k · AB + k · BC + k · AC = k · (AB + BC + AC) = kP,

т. е. . 

1. Ка кие два тре уголь ни ка на зы ва ют по доб ны ми?
2. Как най ти ко эф фи ци ент по до бия двух по доб ных тре уголь ни ков?
3. Сфор му ли руй те лем му о по доб ных тре уголь ни ках.

Уп раж не ния

423. На ри сун ке 134 изо бра же ны по доб -
ные тре уголь ни ки ABC и DEF, рав-
 ные уг лы ко то рых от ме че ны оди -
на ко вым ко ли че ст вом дуг. Ка кие
сто ро ны этих тре уголь ни ков про-
 пор цио наль ны? За пи ши те со от вет -
ст вую щие ра вен ст ва.

424. По доб ны ли тре уголь ни ки ABC
и MNK, ес ли ∠A = 40°, ∠B = 82°,
∠M = 40°, ∠K = 58°, AB = 2,4 см,
BC = 2,1 см, AC = 3,9 см, MN = 3,2 см,
NK = 2,8 см, MK = 5,2 см?

425. Из вест но, что ΔDEF �
0,3 ΔMCP, при чём сто ро не DE со от вет ст ву ет сто-

 ро на MC и стороне DF соответствует сторона MP, MC = 12 см,
MP = 8 см, EF = 4,5 см. Най ди те не из вест ные сто ро ны дан ных тре-
 уголь ни ков.

426. Из вест но, что ΔABC � ΔA1B1C1, при чём ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1,
AB = 6 см, BC = 7 см, AC = 10 см, A1B1 = 9 см. Най ди те сто ро -
ны B1C1 и A1C1.

427. Най ди те уг лы тре уголь ни ка A1B1C1, ес ли ΔABC � ΔA1B1C1, при чём
сто ро не AB со от вет ст ву ет сто ро на A1B1 и стороне ВС соответствует
сторона B1C1, ∠A = 25°, ∠B = 70°.

428. Сто ро ны MK и DE, KT и EF — со от вет ст вен ные сто ро ны по доб ных
тре уголь ни ков MKT и DEF, MK = 18 см, KT = 16 см, MT = 28 см,
MK : DE = 4 : 5. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка DEF.

?
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429. На ри сун ке 135 AB � CD. Най ди те на
этом ри сун ке по доб ные тре уголь ни ки.
За пи ши те про пор ции, ко то рые на чи на -
ют ся с от но ше ния:

1) ; 2) ; 3) .

430. Пря мая, па рал лель ная сто ро не AC тре-
 уголь ни ка ABC, пе ре се ка ет сто ро ну AB
в точ ке D, а сто ро ну BC — в точ ке E.
1) Най ди те BD, ес ли AB = 16 см, AC = 20 см, DE = 15 см.
2) Най ди те AD, ес ли AB = 28 см, BC = 63 см, BE = 27 см.

431. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 6 см. Че рез точ ку M сто ро -
ны AB про ве де на пря мая, ко то рая па рал лель на сто ро не BC и пе ре -
се ка ет сто ро ну AC в точ ке K. Най ди те не из вест ные сто ро ны тре-
 уголь ни ка ABC, ес ли AM = 4 см, MK = 8 см, AK = 9 см.

432. Най ди те вы со ту выш ки (рис. 136), ес ли рас стоя ния от на блю да те ля
до шес та и выш ки со от вет ствен но рав ны 1,5 м и 39 м, вы со та шес та —
3 м, а рост на блю да те ля — 1,8 м.

433. Про дол же ния бо ко вых сто рон AB и CD тра пе ции ABCD пе ре се ка -
ют ся в точ ке E. Най ди те CE, ес ли DE = 40 см, BC : AD = 4 : 5.

434. Про дол же ния бо ко вых сто рон AB и CD тра пе ции ABCD пе ре се ка -
ют ся в точ ке M. Най ди те мень шее ос но ва ние тра пе ции, ес ли боль-
 шее ос но ва ние AD рав но 42 см, AB = 9 см, BM = 54 см.

435. Поль зу ясь оп ре де ле ни ем по доб ных тре уголь ни ков, до ка жи те, что лю-
 бые два рав но сто рон них тре уголь ни ка по доб ны.

436. Точ ки M и K — се ре ди ны сто рон CD и AD квад ра та ABCD со от вет -
ст вен но. Поль зу ясь оп ре де ле ни ем по доб ных тре уголь ни ков, до ка жи -
те, что ΔMDK � ΔBCD.
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437. Сто ро ны тре уголь ни ка от но сят ся как 5 : 4 : 7. Най ди те сто ро ны по-
 доб но го ему тре уголь ни ка, у ко то ро го: 1) пе ри метр ра вен 64 см;
2) мень шая сто ро на рав на 24 см.

438. Сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 15 см,
25 см и 35 см. Най ди те сто ро ны по доб -
но го ему тре уголь ни ка, у ко то ро го:
1) пе ри метр ра вен 45 см; 2) раз ность
наи боль шей и наи мень шей сто рон рав-
 на 16 см.

439. На ри сун ке 137 изо бра же ны тре уголь -
ник ABC и впи сан ный в не го ромб
BDEK. Най ди те сто ро ну ром ба, ес ли
AB = 10 см, BC = 15 см.

440. На ри сун ке 138 изо бра же ны пря мо -
уголь ный тре уголь ник ABC (∠B = 90°)
и впи сан ный в не го квад рат BMKN.
Най ди те CN, ес ли BM = 6 см,
AB = 10 см.

441. Две ок руж но сти с цен тра ми O1 и O2 и
ра диу са ми 8 см и 12 см со от вет ст вен но
име ют внеш нее ка са ние в точ ке A. Их
об щая внеш няя ка са тель ная пе ре се ка ет
пря мую O1O2 в точ ке B. Най ди те рас стоя ния от точ ки B до цен тров
дан ных ок руж но стей.

442. Пе ри метр рав но бед рен но го тре уголь ни ка ра вен 48 см. Че рез се ре ди -
ну вы со ты тре уголь ни ка, опу щен ной на его ос но ва ние, про ве де на
пря мая, па рал лель ная бо ко вой сто ро не. Най ди те пе ри метр тре уголь -
ни ка, ко то рый эта пря мая от се ка ет от дан но го.

443. В рав но бед рен ный тре уголь ник, ос но ва ние ко то ро го рав но 12 см,
а бо ко вая сто ро на — 18 см, впи са на ок руж ность. Най ди те рас стоя ние
ме ж ду точ ка ми ка са ния этой ок руж но сти с бо ко вы ми сто ро на ми тре-
 уголь ни ка.

444. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 8 см, BC = 12 см, ∠ABC = 120°,
BD — бис сек три са. Най ди те от ре зок BD.

Уп раж не ния для по вто ре ния

445. Сто ро на BC па рал ле ло грам ма ABCD в 2 раза боль ше сто ро ны AB.
Бис сек три сы уг лов A и B па рал ле ло грам ма пе ре се ка ют пря мую CD

88

Рис. 137

E
A C

B

D
K

Рис. 138

NB C

M

A

K



в точ ках M и K со от вет ст вен но
(рис. 139). Най ди те сто ро ны па рал -
ле ло грам ма, ес ли MK = 18 см.

446. Диа го на ли пря мо уголь ни ка ABCD
пе ре се ка ют ся в точ ке O, угол AOD
на 60° боль ше уг ла AOB, AC = 24 см.
Най ди те пе ри метр тре уголь ни ка
COD.

447. Ок руж ность, центр ко то рой при над -
ле жит сто ро не AB тре уголь ни ка
ABC, про хо дит че рез точ ку B, ка са -
ет ся сто ро ны AC в точ ке C и пе ре се -
ка ет сто ро ну AB в точ ке D, при чём AD : BD = 1 : 2. Най ди те уг лы:
1) тре уголь ни ка ABC; 2) тре уголь ни ка BCD.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

448. На плос ко сти от ме ти ли 25 то чек так, что сре ди лю бых трёх из них
най дут ся две точ ки, рас стоя ние ме ж ду ко то ры ми мень ше еди ни цы.
До ка жи те, что су ще ст ву ет ок руж ность еди нич но го ра диу са, ко то рая
со дер жит не ме нее 13 дан ных то чек.

§ 13. Первый при знак по до бия тре уголь ни ков

Ес ли для тре уголь ни ков ABC и A1B1C1 вы пол ня ют ся ус ло вия ∠A = ∠A1, 

∠B = ∠B1, ∠C = ∠C1, , то по оп ре де ле нию эти тре уголь-

 ни ки по доб ны.
Мож но ли по мень ше му ко ли че ст ву ус ло вий оп ре де лять по до бие тре-

 уголь ни ков? На этот во прос от ве ча ют при зна ки по до бия тре уголь ни ков.

Тео ре ма 13.1
(пер вый при знак по до бия 
тре уголь ни ков: по двум уг лам)

Ес ли два уг ла од но го тре уголь ни ка рав ны двум уг лам
дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь ни ки по доб ны.

До ка за тель ст во
Рас смот рим тре уголь ни ки ABC и A1B1C1, у ко то рых ∠A = ∠A1,

∠B = ∠B1. Докажем, что ΔABC � ΔA1B1C1.

AB
A B

BC
B C

CA
C A1 1 1 1 1 1

= =
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Ес ли AB = A1B1, то тре уголь ни ки ABC и A1B1C1 рав ны по вто ро му
при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков, а сле до ва тель но, эти тре уголь ни ки по-
 доб ны.

Пусть, на при мер, AB > A1B1. От ло жим на сто ро не BA от ре зок BA2,
рав ный сто ро не B1A1. Че рез точ ку A2 про ве дём пря мую A2C2, па рал лель -
ную сто ро не AC (рис. 140).

Уг лы A и BA2C2 — со от вет ст вен ные при па рал лель ных пря мых A2C2
и AC и се ку щей AA2. От сю да ∠A = ∠BA2C2. Но ∠A = ∠A1. По лу ча ем, что
∠A1 = ∠BA2C2. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки A2BC2 и A1B1C1 рав ны по вто-
 ро му при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. По лем ме о по доб ных тре уголь ни -
ках ΔA2BC2 � ΔABC. Сле до ва тель но, ΔA1B1C1 � ΔABC. 

За да ча 1. Сред няя ли ния тра пе ции ABCD (BC � AD) рав на 24 см, а
её диа го на ли пе ре се ка ют ся в точ ке O, AO : OC = 5 : 3. Най ди те ос но ва ния
тра пе ции.

Ре ше ние. Рас смот рим тре уголь ни ки AOD и COB (рис. 141). Уг лы
AOD и BOC рав ны как вер ти каль ные, уг лы CAD и ACB рав ны как на крест
ле жа щие при па рал лель ных пря мых BC и AD и се ку щей AC. Сле до ва тель -
но, тре уголь ни ки AOD и COB по доб ны по двум уг лам.

То гда .

Пусть BC = 3x см, то гда AD = 5x см.
Так как сред няя ли ния тра пе ции рав на 24 см, то BC + AD = 48 см.
Име ем: 3x + 5x = 48. От сю да x = 6.
Сле до ва тель но, BC = 18 см, AD = 30 см.
От вет: 18 см, 30 см. 

За да ча 2 (свой ст во пе ре се каю щих ся хорд). До ка жи те, что ес ли хор-
 ды AB и CD ок руж но сти пе ре се ка ют ся в точ ке M, то AM · MB = DM · MC.

Ре ше ние. Рас смот рим тре уголь ни ки ACM и DBM (рис. 142). Уг лы 3
и 4 рав ны как вер ти каль ные, уг лы 1 и 2 рав ны как впи сан ные уг лы, опи-
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3
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 раю щие ся на од ну и ту же ду гу. Сле дова тель но, тре уголь ни ки ACM
и DBM по доб ны по пер во му при зна ку по до бия тре уголь ни ков. То гда 

. От сю да AM · MB = DM · MC. 

За да ча 3 (свой ст во ка са тель ной и се ку щей). До ка жи те, что ес ли че-
 рез точ ку A к ок руж но сти про ве де ны ка са тель ная AM (M — точ ка ка са ния)
и пря мая (се ку щая), пе ре се каю щая ок руж ность в точ ках B и C, то AM2 =
= AC · AB.

Ре ше ние. Рас смот рим тре уголь ни ки AMB и ACM (рис. 143). У них
угол A — об щий. По свой ст ву уг ла ме ж ду ка са тель ной и хор дой (см. клю че-

вую за да чу § 9) ∪MB. Угол MCB — впи сан ный угол и опирает- 

 ся на дугу MB, по это му ∪MB. От сю да ∠AMB = ∠MCB. Сле до -

ва тель но, тре уголь ни ки AMB и ACM по доб ны по пер во му при зна ку по до-

бия тре уголь ни ков. То гда . От сю да AM2 = AC · AB. 

1. Сфор му ли руй те пер вый при знак по до бия тре уголь ни ков.
2. Сфор му ли руй те свой ст во пе ре се каю щих ся хорд.
3. Сфор му ли руй те свой ст во ка са тель ной и се ку щей, про ве дён ных к ок -

руж но сти че рез од ну точ ку.

Уп раж не ния

449. На ри сун ке 144 ∠BAC = ∠BED. По доб ны ли тре уголь ни ки ABC
и EDB? В слу чае ут вер ди тель но го от ве та ука жи те па ры со от вет ст вен -
ных сто рон.

?

AM
DM

MC
MB

=

AM
AC

AB
AM

=

∠ =MCB 1
2

∠ =AMB 1
2
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450. На ри сун ке 145 DE � AB, BC � AD. Ука жи те на этом ри сун ке все па-
 ры по доб ных тре уголь ни ков.

451. На ри сун ке 146 ∠ABC = ∠BDC. Ка кие тре уголь ни ки на этом ри сун -
ке по доб ны? За пи ши те ра вен ст во от но ше ний их со от вет ст вен ных
сторон.

452. Ука жи те па ры по доб ных тре уголь ни ков, изо бра жён ных на ри сун -
ке 147, най ди те дли ну от рез ка x (раз ме ры да ны в сан ти мет рах).

453. В тре уголь ни ках ABC и A1B1C1 из вест -
но, что ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1, AB = 6 см,
BC = 8 см, A1B1 = 9 см, A1C1 = 18 см.
Най ди те не из вест ные сто ро ны дан ных
тре уголь ни ков.

454. На сто ро не CD па рал ле ло грам ма ABCD
(рис. 148) от ме че на точ ка E, пря мые
BE и AD пе ре се ка ют ся в точ ке F,

92

Рис. 145 Рис. 146

AB

D

F

C

E CA

B

D

Рис. 147

3

ED

B

C

A

6

5
4

x

EA

D

B

х

C
18

15

21

а б

Рис. 148

A

B C

F
D

E



CE = 8 см, DE = 4 см, BE = 10 см, AD = 9 см. Най ди те от рез ки EF
и FD.

455. В тра пе ции ABCD (BC � AD) из вест но, что AD = 20 см, BC = 15 см,
O — точ ка пе ре се че ния диа го на лей, AO = 16 см. Най ди те от ре -
зок OC.

456. Диа го на ли тра пе ции ABCD с ос но ва ния ми BC и AD пе ре се ка ют ся
в точ ке O, BO : OD = 3 : 7, BC = 18 см. Най ди те ос но ва ние AD.

457. По доб ны ли два пря мо уголь ных тре уголь ни ка, ес ли сре ди уг лов од но-
 го из них есть угол, рав ный 38°, а сре ди уг лов дру го го — угол, рав-
 ный 52°?

458. До ка жи те, что два рав но бед рен ных тре уголь ни ка по доб ны, ес ли уг лы
при их вер ши нах рав ны.

459. Мож но ли ут верж дать, что два рав но бед рен ных тре уголь ни ка по доб -
ны, ес ли у них есть: 1) по рав но му ост ро му уг лу; 2) по пря мо му уг лу;
3) по рав но му ту по му уг лу?

460. Угол ме ж ду бо ко вой сто ро ной и ос но ва ни ем од но го рав но бед рен но -
го тре уголь ни ка ра вен уг лу ме ж ду бо ко вой сто ро ной и ос но ва ни ем
дру го го рав но бед рен но го тре уголь ни ка. Бо ко вая сто ро на и ос но ва -
ние пер во го тре уголь ни ка рав ны 18 см и 10 см со от вет ст вен но, а ос -
но ва ние вто ро го — 8 см. Най ди те бо ко вую сто ро ну вто ро го тре-
 уголь ни ка.

461. Из вер ши ны пря мо го уг ла тре уголь ни ка опу ще на вы со та на ги по те ну -
зу. Сколь ко по доб ных тре уголь ни ков об ра зо ва лось при этом?

462. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 20 см и 14 см, вы со та, про ве дён ная
к боль шей сто ро не, рав на 7 см. Най ди те вы со ту па рал ле ло грам ма,
про ве дён ную к мень шей сто ро не.

463. В тра пе ции ABCD с ос но ва ния ми BC и AD диа го на ли пе ре се ка ют ся
в точ ке O, BO = 4 см, OD = 20 см, AC = 36 см. Най ди те от рез ки AO
и OC.

464. В тра пе ции ABCD (BC � AD) из вест но, что AD = 18 см, BC = 14 см,
AC = 24 см. Най ди те от рез ки, на ко то рые диа го наль AC де лит ся точ-
 кой пе ре се че ния диа го на лей.

465. До ка жи те, что в по доб ных тре уголь ни ках бис сек три сы, про ве дён ные
из вер шин со от вет ст вен ных уг лов, от но сят ся как со от вет ст вен ные
сто ро ны.

466. До ка жи те, что в по доб ных тре уголь ни ках вы со ты, про ве дён ные из
вер шин со от вет ст вен ных уг лов, от но сят ся как со от вет ст вен ные сто-
 ро ны.

467. Ос но ва ния BC и AD тра пе ции ABCD рав ны со от вет ст вен но 28 см
и 63 см, ∠ABC = ∠ACD. Най ди те диа го наль AC.
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468. На сто ро не AC тре уголь ни ка ABC от ме ти ли точ ку D та кую, что
∠ABD = ∠C, AB = 20 см, BC = 28 см, AC = 40 см. Най ди те не из вест -
ные сто ро ны тре уголь ни ка ABD.

469. Ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на 20 см, а боль ший ка-
 тет — 16 см. Най ди те от рез ки, на ко то рые се ре дин ный пер пен ди ку -
ляр ги по те ну зы де лит боль ший ка тет.

470. Объ яс ни те с по мо щью ри сун ка 149, как мож но най ти ши ри ну (BM)
ре ки, ис поль зуя по до бие тре уголь ни ков.

471. Изо бра же ние де ре ва, уда лён но го на 60 м от объ ек ти ва фо то ап па ра та,
име ет на плён ке вы со ту 8 мм (рис. 150). Рас стоя ние от объ ек ти ва до
изо бра же ния рав но 40 мм. Ка ко ва вы со та де ре ва?

472. Най ди те вы со ту де ре ва, ес ли дли на его те ни рав на 8,4 м, а дли на те-
 ни от вер ти каль но го стол ба вы со той 2 м в это же вре мя су ток рав на
2,4 м (рис. 151).

473. Мо жет ли пря мая пе ре се кать
две сто ро ны рав но бед рен но -
го тре уголь ни ка, от се кать от
не го тре уголь ник, ему по доб -
ный, и не быть па рал лель -
ной треть ей сто ро не?

474. Хор ды AB и CD ок руж но сти
пе ре се ка ют ся в точ ке M,
AM = 6 см, BM = 14 см,
CM = 12 см. Най ди те от ре -
зок DM.

475. Хор ды MK и NP ок руж но сти пе ре се ка ют ся в точ ке F, MF = 9 см,
KF = 12 см, а от ре зок NF в 3 раза длин нее от рез ка PF. Най ди те хор-
 ду NP.

476. Точ ка K де лит хор ду AC ок руж но сти по по лам, а хор ду DE — на от рез-
 ки дли ной 2 см и 32 см. Най ди те хор ду AC.
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477. Точ ка E де лит хор ду CD ок руж но сти на от рез ки дли ной 15 см
и 16 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, ес ли рас стоя ние от точ ки E до
цен тра ок руж но сти рав но 4 см.

478. Хор да MK ок руж нос ти де лит ся точ кой P на два от рез ка дли ной 8 см
и 12 см. Най ди те рас стоя ние от точ ки P до цен тра ок руж но сти, ес ли
её ра ди ус ра вен 11 см.

479. Че рез точ ку A про ве де ны к ок руж но сти ка са тель ная AM (M — точ ка
ка са ния) и се ку щая, ко то рая пе ре се ка ет ок руж ность в точ ках K и P
(точ ка K ле жит ме ж ду точ ка ми A и P). Най ди те KP, ес ли AM = 12 см,
AP = 18 см.

480. Че рез точ ку A, ле жа щую вне ок руж но сти, про ве де ны две пря мые, од-
 на из ко то рых ка са ет ся ок руж но сти в точ ке B, а дру гая пе ре се ка ет ок -
руж ность в точ ках C и D (точ ка C ле жит ме ж ду точ ка ми A и D),
AB = 18 см, AC : CD = 4 : 5. Най ди те от ре зок AD.

481. Че рез точ ку A, ле жа щую вне ок руж но сти, про ве де ны две пря мые, од-
 на из ко то рых пе ре се ка ет ок руж ность в точ ках B и C (точ ка B ле жит
ме ж ду точ ка ми A и C), а дру гая — в точ ках D и E (точ ка D ле жит ме -
ж ду точ ка ми A и E).
1) До ка жи те, что AB · AC = AD · AE.
2) Най ди те AE, ес ли AB = 18 см, BC = 12 см и AD : DE = 5 : 7.

482. В ок руж но сти, ра ди ус ко то рой ра вен 8 см, про ве де на хор да AB. На пря-
 мой AB вне от рез ка AB от ме ти ли точ ку C та кую, что AC : BC = 1 : 4.
Най ди те рас стоя ние от точ ки C до цен тра ок руж но сти, ес ли AB = 9 см.

483. В тре уголь ник ABC впи сан квад рат так, что две его со сед ние вер ши -
ны при над ле жат сто ро не AC, а две дру гие — сто ро нам AB и BC со от -
вет ст вен но. Най ди те сто ро ну квад ра та, ес ли AC = a, а вы со та, про ве -
дён ная к сто ро не AC, рав на h.

484. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что BC = 72 см, AD — вы со та,
AD = 24 см. В дан ный тре уголь ник впи сан пря мо уголь ник MNKP так,
что вер ши ны M и P при над ле жат сто ро не BC, а вер ши ны N и K —
сто ро нам AB и AC со от вет ст вен но. Най ди те сто ро ны пря мо уголь ни -
ка, ес ли MP : MN = 9 : 5.

Уп раж не ния для по вто ре ния

485. Най ди те уг лы па рал ле ло грам ма, ес ли угол ме ж ду его вы со та ми, про-
 ве дён ны ми из од ной вер ши ны, ра вен: 1) 20°; 2) 130°.

486. Две ок руж но сти с цен тра ми O1 и O2, ра диу сы ко то рых рав ны, пе ре -
се ка ют ся в точ ках A и B. От ре зок O1O2 пе ре се ка ет дан ные ок руж но -
сти в точ ках C и D. До ка жи те, что че ты рёх уголь ник ACBD — ромб.
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487. Один из уг лов пря мо уголь ной тра пе ции ра вен 135°, сред няя ли ния —
21 см, а ос но ва ния от но сят ся как 5 : 2. Най ди те мень шую бо ко вую сто-
 ро ну тра пе ции.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

488. Как два рав ных вы пук лых че ты рёх уголь ни ка раз ре зать на час ти, из
ко то рых мож но со ста вить па рал ле ло грамм?

Ко гда сде ла ны уро ки

Тео ре ма Ме не лая

Точ ки, при над ле жа щие од ной пря мой, на зы ва ют кол ли не ар ны ми.
Две точ ки кол ли не ар ны все гда.

В этом рас ска зе вы уз нае те об од ной зна ме ни той тео ре ме, ко то рая слу-
 жит кри те ри ем кол ли не ар но сти трёх то чек. Эта тео ре ма но сит имя древ не -
гре че ско го ма те ма ти ка и ас тро но ма Ме не лая Алек сан д рий ско го (І–ІІ вв. н. э.).

Тео ре ма Ме не лая
На сто ро нах AB и BC тре уголь ни ка ABC от ме че ны со от -
вет ст вен но точ ки C1 и A1, а на про дол же нии сто ро ны AС —
точ ка B1. Для то го что бы точ ки A1, B1, C1 ле жа ли на од ной
пря мой, не об хо ди мо и дос та точ но, что бы вы пол ня лось
ра вен ст во

. (*)

До ка за тель ст во
Сна ча ла до ка жем не об хо ди мое ус ло вие кол ли не ар но сти: ес ли точ ки A1,

B1, C1 ле жат на од ной пря мой, то вы пол ня ет ся ра вен ст во (*).
Из вер шин тре уголь ни ка ABC опус тим пер пен ди ку ля ры AM, BN

и CP на пря мую C1B1 (рис. 152). По сколь ку ∠MC1A = ∠NC1B, то тре уголь-
ни ки AMC1 и BNC1 по доб ны по
пер во му при зна ку по до бия тре-

 уголь ни ков. От сю да . 

Из по до бия тре уголь ни ков BNA1

и CPA1 по лу ча ем, что . 

Из по до бия тре уголь ни ков B1CP

BA
A C

BN
CP

1

1
=

AC
C B
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1

1
=

AC
C B
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и B1AM сле ду ет ра вен ст во . Пе ре мно жив по член но ле вые и пра -

вые час ти про пор ций , , , по лу ча ем 

.

Те перь до ка жем дос та точ ное ус ло вие кол ли не ар но сти: ес ли вы пол ня -
ет ся ра вен ст во (*), то точ ки A1, B1, C1 ле жат на од ной пря мой.

Пусть пря мая C1B1 пе ре се ка ет сто ро ну BC тре уголь ни ка ABC в не ко то -
рой точ ке A2 (рис. 153). По сколь ку точ ки С1, А2, В1 ле жат на од ной пря мой, то 

из до ка зан но го вы ше мож но за пи сать: . Со пос тав ляя это 

ра вен ст во с ра вен ст вом (*), при хо дим к вы во ду, что , т. е. точ ки A2

и A1 де лят от ре зок BC в од ном и том же от но ше нии, а зна чит, эти точ ки сов-
 па да ют. От сю да сле ду ет, что пря мая C1B1 пе ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке A1. 

За ме тим, что тео ре ма ос та ёт ся спра вед ли вой и то гда, ко гда точ-
 ки A1 и C1 ле жат не на сто ро нах тре уголь ни ка ABC, а на их про дол же -
ни ях (рис. 154).

Уп раж не ния

1. Об щие ка са тель ные к трём ок -
руж но стям пе ре се ка ют ся в точ-
 ках A, B и C (рис. 155). До ка жи -
те, что эти точ ки кол линеарны.
Ука за ние. При ме ни те тео ре му
Ме не лая к тре уголь ни ку O1O2O3
и точ кам A, B, C, ко то рые ле-
 жат на про дол же ни ях его сторон.

CB
B A

CP
AM

1

1
=

BA
A C

BA
A C

1

1

2

2
=

AC
C B

BA
A C

CB
B A

1

1

2

2

1

1
1⋅ ⋅ =

AC
C B

AM
BN

1

1
=

BA
A C

BN
CP

1

1
=

CB
B A

CP
AM

1

1
=

AC
C B

BA
A C

CB
B A

AM
BN

BN
CP

CP
AM

1

1

1

1

1

1
1⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

97

Рис. 153 Рис. 154

C

A2

B1
A

B

C1

C

A1

B1

A

B

C1

Рис. 155

AO2

B

C

O1

O3



2. Ок руж ность с цен тром O1 ка са ет ся двух ок руж но стей с цен тра ми O2
и O3 в точ ках B и A со от вет ст вен но (рис. 156). До ка жи те, что пря-
 мой AB при над ле жит точ ка C — точ ка пе ре се че ния об щих ка са тель -
ных к ок руж но стям с цен тра ми O2 и O3.

3. В точ ках A, B, C к ок руж но сти про ве де ны ка са тель ные (рис. 157). До -
ка жи те, что точ ки M, N и P кол ли не ар ны.
Ука за ние. При ме няя тео ре му Ме не лая к тре уголь ни ку ABC, вос поль -
зуй тесь клю че вой за да чей 2 § 13.

4. Пря мая пе ре се ка ет сто ро ны AB, BC и про дол же ние сто ро ны AC тре-
 уголь ни ка ABC со от вет ст вен но в точ ках D, E, F. До ка жи те, что се ре-
 ди ны от рез ков DC, AE, BF ле жат на од ной пря мой (эту пря мую на зы-
 ва ют пря мой Га ус са).
Ука за ние. При ме ни те тео ре му Ме не лая к тре уголь ни ку, вер ши ны ко-
 то ро го яв ля ют ся се ре ди на ми сто рон тре уголь ни ка ABC.

Рис. 156 Рис. 157
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Карл Фрид рих Га усс
(1777–1855)
Вы даю щий ся не мец кий ма те ма тик, ас тро -

ном, фи зик, гео де зист.
В его твор че ст ве ор га ни че ски со че та лись

ис сле до ва ния по тео ре ти че ской и при клад ной ма-
 те ма ти ке. Ра бо ты Га ус са ока за ли боль шое влия-
 ние на всё даль ней шее раз ви тие ал геб ры, тео рии
чи сел, гео мет рии, тео рии элек три че ст ва и маг не -
тиз ма.
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Тео ре ма Пто ле мея

Тео ре ма
Пто ле мея

Про из ве де ние диа го на лей впи сан но го в ок руж ность че-
 ты рёх уголь ни ка рав но сум ме про из ве де ний его про ти во -
ле жа щих сто рон.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 158 изо бра жён впи сан ный

в ок руж ность че ты рёх уголь ник ABCD.
Докажем, что AB · DC + BС · AD = BD · AC.

На диа го на ли AC от ме тим точ ку K
так, что ∠1 = ∠2. Уг лы 3 и 4 рав ны как впи-
 сан ные уг лы, опи ра ющие ся на од ну и ту же
ду гу. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки ABK
и DBC по доб ны по пер во му при зна ку по до-

бия тре уголь ни ков. От сю да , т. е.

AB · DC = BD · AK. (1)
Так как ∠1 = ∠2, то ∠ABD = ∠KBC. Уг лы 5 и 6 рав ны как впи сан ные

уг лы, опи раю щие ся на од ну и ту же ду гу. По это му ΔKBC � ΔABD. От сю да 

, т. е.

BC · AD = BD · KC. (2)

BC
BD

KC
AD

=

AB
BD

AK
DC

=

Клав дий Пто ле мей
(ок. 100 — ок. 178)
Древ не гре че ский ма те ма тик и ас тро ном.

Ав тор гео цен три че ской мо де ли ми ра. Раз ра бо тал
ма те ма ти че скую тео рию дви же ния пла нет, по зво-
 ляю щую вы чис лять их по ло же ние. Соз дал про об -
раз со вре мен ной сис те мы ко ор ди нат.

99

Рис. 158

CA

B

D

K

1 2

3 6

5 4



Сло жив ра вен ст ва (1) и (2), по лу чим:
AB · DC + BC · AD = BD · AK + BD · KC, т. е.
AB · DC + BC · AD = BD · (AK + KC) = BD · AC. 

Уп раж не ния

1. Пусть M — про из воль ная точ ка ок руж но -
сти, опи сан ной око ло рав но сто рон не го
тре уголь ни ка ABC. До ка жи те, что один
из от рез ков MA, MB, MC ра вен сум ме
двух дру гих.

2. На ок руж но сти от ме че ны точ ки A, B, C,
D так, что ∪AB = ∪BC = ∪CD. До ка жи те,
что AC2 = AB · (BC + AD).

3. На ри сун ке 159 изо бра жён впи сан ный
в ок руж ность се ми уголь ник ABCDEFG,
у ко то ро го все сто ро ны рав ны. До ка жи -

те, что .

§ 14. Вто рой и тре тий при зна ки 
по до бия тре уголь ни ков

Тео ре ма 14.1
(вто рой при знак по до бия тре уголь ни ков:
по двум сто ро нам и уг лу меж ду ни ми)

Ес ли две сто ро ны од но го тре уголь ни ка про пор цио наль ны
двум сто ро нам дру го го тре уголь ни ка и уг лы, об ра зо ван -
ные эти ми сто ро на ми, рав ны, то та кие тре уголь ни ки по-
 доб ны.

До ка за тель ст во
Рас смот рим тре уголь ни ки ABC и A1B1C1, в ко то рых 

и ∠B = ∠B1. До ка жем, что ΔABC � ΔA1B1C1.
Ес ли k = 1, то AB = A1B1 и BC = B1C1, а сле до ва тель но, тре уголь ни ки

ABC и A1B1C1 рав ны по пер во му при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков, т. е.
эти тре уголь ни ки по доб ны.

Пусть, на при мер, k > 1, т. е. AB > A1B1 и BC > B1C1. На сто ро нах
BA и BC от ме тим со от вет ст вен но точ ки A2 и C2 так, что BA2 = A1B1

и BC2 = B1C1 (рис. 160). То гда .AB
BA
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По ка жем, что A2C2 � AC. До пус тим, что это не так. То гда на сто ро -

не BC от ме тим точ ку M та кую, что A2M � AC. Име ем: . Но 

, то гда , т. е. BC2 = BM. Сле до ва тель но, бу к ва ми M

и C2 обо зна че на од на и та же точ ка. То гда A2C2 � AC.
По лем ме о по доб ных тре уголь ни ках по лу ча ем, что ΔABC � ΔA2BC2.

Тре уголь ни ки A2BC2 и A1B1C1 рав ны по пер во му при зна ку ра вен ст ва тре-
 уголь ни ков. От сю да ΔABC � ΔA1B1C1. 

Тео ре ма 14.2
(тре тий при знак по до бия тре уголь ни ков:
по трём сто ро нам)

Ес ли три сто ро ны од но го тре уголь ни ка про пор цио наль ны
трём сто ро нам дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь -
ни ки по доб ны.

До ка за тель ст во
Рас смот рим тре уголь ни ки ABC и A1B1C1, в ко то рых 

. До ка жем, что ΔABC � ΔA1B1C1.

Ес ли k = 1, то тре уголь ни ки ABC и A1B1C1 рав ны по треть ему при зна-
 ку ра вен ст ва тре уголь ни ков, а сле до ва тель но, эти тре уголь ни ки по добны.

Пусть, на при мер, k > 1. На сто ро нах BA и BC от ме тим со от вет ст -
вен но точ ки A2 и C2 та кие, что BA2 = A1B1, BC2 = B1C1 (рис. 161). То гда 

. От сю да по лу ча ем, что A2C2 � AC (мы ус та но ви ли этот факт 

при до ка за тель ст ве вто ро го при зна ка по до бия тре уголь ни ков). Сле до ва тель -
но, по лем ме о по доб ных тре уголь ни ках по лу ча ем, что ΔABC � ΔA2BC2, при-

 чём ко эф фи ци ент по до бия ра вен k. То гда , но по ус ло вию . CA
C A

k
1 1

=CA
C A

k
2 2

=
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От сю да A1C1 = A2C2. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки A2BC2 и A1B1C1
рав ны по треть ему при зна ку ра вен ст ва тре уголь ни ков. С учё том то го, что
ΔABC � ΔA2BC2, по лу ча ем: ΔABC � ΔA1B1C1. 

За да ча. До ка жи те, что от ре зок, со еди няю щий ос но ва ния двух вы сот
ост ро уголь но го тре уголь ни ка, от се ка ет от дан но го тре уголь ни ка ему по-
 доб ный.

Ре ше ние. На ри сун ке 162 от рез ки AA1 и CC1 — вы со ты тре уголь ни -
ка ABC. До ка жем, что ΔABC � ΔA1BC1.

В пря мо уголь ных тре уголь ни ках ABA1 и CBC1 ост рый угол B — об-
 щий. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки ABA1 и CBC1 по доб ны по пер во му при-

 зна ку по до бия тре уголь ни ков. От сю да . То гда . Угол B — 

об щий для тре уголь ни ков ABC и A1BC1. Сле до ва тель но, тре уголь ни ки
ABC и A1BC1 по доб ны по вто ро му при зна ку по до бия тре уголь ни ков. 

1. Сфор му ли руй те вто рой при знак по до бия тре уголь ни ков.
2. Сфор му ли руй те тре тий при знак по до бия тре уголь ни ков.

Уп раж не ния

489. На од ной сто ро не уг ла A от ло же ны от рез ки AB и AD, а на дру гой —
от рез ки AC и AE. По доб ны ли тре уголь ни ки ABC и ADE, ес ли
AB = 4 см, AD = 20 см, AC = 10 см, AE = 8 см?

490. На сто ро нах AB и AC тре уголь ни ка ABC (рис. 163) от ме ти ли со от-

вет ст вен но точ ки D и E так, что , . Най ди те от-
 ре зок DE, ес ли BC = 21 см.

491. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 21 см, AC = 42 см, BC = 28 см
(рис. 164). На про дол же ни ях от рез ков AB и BC за точ ку B от ло же ны 

AD AC= 4
7

AE AB= 4
7

?

AB
BC

BA
BC

= 1

1

AB
BA

BC
BC1 1

=
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со от вет ст вен но от рез ки BM и BK, BM = 8 см, BK = 6 см. Най ди те от-
 ре зок KM.

492. От рез ки AB и CD пе ре се ка ют ся в точ-
ке O (рис. 165), AO = 24 см, BO = 16 см,
CO = 15 см, OD = 10 см, ∠ACO = 72°.
Най ди те ∠BDO.

493. На сто ро нах AC и BС тре уголь ни -
ка ABC от ме ти ли со от вет ст вен но точ-
 ки M и K так, что CM = 15 см,
CK = 12 см. Най ди те MK, ес ли
AC = 20 см, BC = 25 см, AB = 30 см.

494. По доб ны ли тре уголь ни ки ABC и
A1B1C1, ес ли:
1) AB = 6 см, BC = 10 см, AC = 14 см, A1B1 = 9 см, B1C1 = 15 см,
A1C1 = 21 см;
2) AB = 1,3 см, BC = 2,5 см, AC = 3,2 см, A1B1 = 26 см, B1C1 = 50 см,
A1C1 = 60 см?

495. По доб ны ли два тре уголь ни ка, ес ли сто ро ны од но го от но сят ся как
3 : 8 : 9, а сто ро ны дру го го рав ны 24 см, 9 см, 27 см?

496. В тре уголь ни ках ABC и A1B1C1 из вест но, что ∠A = ∠A1, ка ж дая из
сто рон AB и AC со став ля ет 0,6 сто рон A1B1 и A1C1 со от вет ст вен но.
Най ди те сто ро ны BC и B1C1, ес ли их сум ма рав на 48 см.

497. В тре уголь ни ках DEF и MKN из вест но, что ∠E = ∠K, а ка ж дая из сто-
 рон DE и EF в 2,5 раза боль ше сто рон MK и KN со от вет ст вен но.
Най ди те сто ро ны DF и MN, ес ли их раз ность рав на 30 см.

498. На сто ро нах AB и AC тре уголь ни ка ABC от ме ти ли со от вет ст вен но
точ ки D и E так, что AD : DB = AE : EC = 3 : 5. Най ди те DE, ес ли
BC = 16 см.

499. Из де ре вян ных па ло чек из го то ви ли три по доб ных раз но сто рон них
тре уголь ни ка. В ка ж дом из них бЏльшую сто ро ну по кра си ли в си-
 ний цвет, а мень шую — в жёл тый. Из си них па ло чек со ста ви ли один 
тре уголь ник, а из жёл тых — вто рой. Бу дут ли эти тре уголь ни ки по-
 доб ны?

500. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AC = a, AB = BC = b, AM и CK —
бис сек три сы тре уголь ни ка. Най ди те от ре зок MK.

501. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 8 см, BC = 12 см, AC = 16 см.
На сто ро не AC от ме ти ли точ ку D так, что CD = 9 см. Най ди те от ре-
 зок BD.
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502. Из точ ки A про ве де ны два лу ча AM и AN. На лу че AM от ме че ны точ-
 ки H и B, а на лу че AN — точ ки C и D так, что AH · AB = AC · AD.
До ка жи те, что точ ки H, B, C и D ле жат на од ной ок руж но сти.

503. На ме диа не BM тре уголь ни ка ABC от ме ти ли точ ку K так, что
∠MKC = ∠BCM. До ка жи те, что
∠AKM = ∠BAM.

504. От рез ки AB и CD пе ре се ка ют ся в точ-
 ке M. Из вест но, что AM · MB =
= CM · MD. До ка жи те, что точ ки A,
B, C и D ле жат на од ной ок ружности.

505. На об щей хор де двух пе ре се каю щих ся
ок руж но стей от ме ти ли точ ку M и че-
 рез неё про ве ли хор ды AB и CD
(рис. 166). До ка жи те, что ∠DAB =
= ∠BCD.

Уп раж не ния для по вто ре ния

506. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ABCD ра вен 46 см, ∠BAD = ∠ADB.
Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли пе ри метр тре уголь ни -
ка BCD ра вен 32 см.

507. На диа го на ли BD квад ра та ABCD от ме ти ли точ ку E так, что
DE = AD. Че рез точ ку E про ве де на пря мая, ко то рая пер пен ди ку ляр -
на пря мой BD и пе ре се ка ет сто ро ну AB в точ ке F. До ка жи те, что
AF = FE = BE.

508. В тра пе ции ABCD из вест но, что ∠B = 90°, ∠C = 150°, BC = 5 см. Най -
ди те сто ро ну CD, ес ли вы со та тра пе ции, про ве дён ная из вер ши ны C,
раз би ва ет дан ную тра пе цию на тре уголь ник и квад рат.
По вто ри те со дер жа ние пунк та 7 на с. 197 и пунк та 17 на с. 201.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

509. На ок руж но сти от ме ти ли 999 то чек си ним ка ран да шом и од ну точ ку
крас ным ка ран да шом. Ка ких мно го уголь ни ков с вер ши на ми в от ме -
чен ных точ ках боль ше: тех, ко то рые со дер жат крас ную точ ку, или
тех, ко то рые её не со дер жат?
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Ко гда сде ла ны уро ки

Пря мая Эй ле ра

Точ ка пе ре се че ния се ре дин ных пер пен ди ку ля ров сто рон тре уголь ни -
ка — это центр ок руж но сти, опи сан ной око ло тре уголь ни ка. Обо зна чим эту
точ ку бу к вой O.

Точ ка пе ре се че ния бис сек трис тре уголь ни ка — это центр впи сан ной
ок руж но сти. Обо зна чим эту точ ку бу к вой J.

Точ ку пе ре се че ния пря мых, со дер жа щих вы со ты тре уголь ни ка, на зы -
ва ют ор то цен тром тре уголь ни ка. Обо зна чим эту точ ку бу к вой H.

Точ ку пе ре се че ния ме ди ан тре уголь ни ка на зы ва ют цен трои дом тре-
 уголь ни ка. Обо зна чим эту точ ку бу к вой M.

Точ ки O, J, H, M на зы ва ют за ме ча тель ны ми точ ка ми тре уголь ни ка.
Ис поль зо ва ние та ко го эмо цио наль но го эпи те та впол не обос но ва нно. Ведь
эти точ ки об ла да ют це лым ря дом кра си вых свойств. Раз ве не за ме ча тель но
уже хо тя бы то, что они су ще ст ву ют в лю бом тре уголь ни ке?

Рас смот рим од ну из мно гих тео рем о за ме ча тель ных точ ках тре уголь -
ни ка.

Тео ре ма
В лю бом тре уголь ни ке центр опи сан ной ок руж но сти, цен т-
ро ид и ор то центр ле жат на од ной пря мой (пря мой Эйлера).

До ка за тель ст во
Для рав но бед рен но го тре уголь ни ка до ка зы вае мое ут вер жде ние оче-

 вид но.
Ес ли дан ный тре уголь ник ABC пря мо уголь ный (∠C = 90°), то его ор-

 то центр — это точ ка C, центр опи сан ной ок руж но сти — се ре ди на ги по те -
ну зы AB. То гда по нят но, что все три точ ки, о ко то рых идёт речь в тео ре -
ме, при над ле жат ме диа не, про ве дён ной к ги по те ну зе.

До ка жем тео ре му для ост ро уголь но го раз но сто рон не го тре угольника.

Лем ма
Ес ли точ ка H — ор то центр тре уголь ни ка ABC, OM1 —
пер пен ди ку ляр, опу щен ный из цен тра O опи сан ной ок -
руж но сти на сто ро ну BC, то AH = 2OM1 (рис. 167).

До ка за тель ст во
Вы пол ним до пол ни тель ное по строе ние, уже зна ко мое вам из ре ше -

ния клю че вой за да чи § 2: че рез ка ж дую вер ши ну тре уголь ни ка ABC про ве -
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дём пря мую, па рал лель ную про ти во ле жа щей сто ро не. По лу чим тре уголь ник
A1B1C1 (см. рис. 167). В ука зан ной клю че вой за да че бы ло по ка за но, что ор-
то центр H тре уголь ни ка ABC яв ля ет ся цен тром опи сан ной ок руж но сти
тре уголь ни ка A1B1C1. Для этой ок руж но сти угол B1HC1 яв ля ет ся цен траль -
ным, а угол B1A1C1 — впи сан ным. Так как они опи ра ют ся на од ну и ту же ду-
 гу, то ∠B1HC1 = 2∠B1A1C1. Уг лы BAC и B1A1C1 рав ны как про ти во ле жа щие
уг лы па рал ле ло грам ма ABA1C, по это му ∠BOC = 2∠BAC = 2∠B1A1C1 =
= ∠B1HC1. По сколь ку B1C1 = 2BC, то рав но бед рен ные тре уголь ни ки B1HC1
и COB по доб ны с ко эф фи ци ен том по до бия, рав ным 2. По сколь ку от рез ки
AH и OM1 — со от вет ст вен ные вы со ты по доб ных тре уголь ни ков, то AH =
= 2OM1.

До ка жем те перь ос нов ную тео ре му.
По сколь ку точ ка M1 — се ре ди на сто ро ны BC, то от ре зок AM1 — ме-

 диа на тре уголь ни ка ABC (рис. 168). Пусть M — точ ка пе ре се че ния от рез -
ков AM1 и HO. Так как AH � OM1, то ∠HAM = ∠OM1M. Кро ме то го, уг-
 лы AMH и M1MO рав ны как вер ти каль ные. Сле до ва тель но, тре уголь ни -
ки HAM и OM1M по доб ны по пер во му при зна ку по до бия тре уголь ни ков. 

От сю да . Зна чит, точ ка M де лит ме диа ну AM1 в от но ше -

нии 2 : 1, счи тая от вер ши ны A. То гда точ ка M — цен тро ид тре уголь ни -
ка ABC.

До ка за тель ст во для слу чая ту по уголь но го тре уголь ни ка ана ло гич но. 
Об ра тим вни ма ние на то, что мы не толь ко ус та но ви ли факт при над -

леж но сти то чек O, M, H од ной пря мой, но и до ка за ли ра вен ст во HM =
= 2MO, ко то рое яв ля ет ся ещё од ним свой ст вом за ме ча тель ных то чек тре-
 уголь ни ка.

AM
MM

AH
OM1 1

2= =
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Уп раж не ния

1. Да ны две точ ки, ле жа щие в од ной по лу плос ко сти от но си тель но дан-
 ной пря мой. По строй те тре уголь ник, од на из сто рон ко то ро го ле жит
на дан ной пря мой, а центр опи сан ной ок руж но сти и ор то центр яв ля -
ют ся дву мя дан ны ми точ ка ми.

2. По строй те тре уголь ник ABC по трём дан ным точ кам: вер ши не A, ор-
 то цен тру H и центру О опи сан ной ок руж нос ти.

3. Бис сек три са уг ла A ост ро уголь но го тре уголь ни ка ABC пер пен ди ку -
ляр на пря мой Эй ле ра это го тре уголь ни ка. До ка жи те, что ∠A = 60°.
Ука за ние. До ка жи те, что HA = OA.
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Ле о нард Эй лер (1707–1783)
Вы даю щий ся ма те ма тик, фи зик, ме ха ник,

ас тро ном.
Уро же нец Швей ца рии, прие хал в Рос сию

в 19 лет по при гла ше нию Пе тер бург ской ака де мии
на ук. Бо́льшую часть жиз ни про вёл в Рос сии, здесь
же соз дал боль шин ст во сво их на уч ных тру дов.

С точ ки зре ния ма те ма ти ки XVIII век — это
век Эй ле ра. Ес ли до не го дос ти же ния в об лас ти
ма те ма ти ки бы ли раз роз не ны и не все гда со гла -
со ва нны, то Эй лер впер вые со еди нил ана лиз, ал-
 геб ру, три го но мет рию, тео рию чи сел и дру гие

дис ци п ли ны в еди ную сис те му и до ба вил не ма ло соб ст вен ных от кры тий.
Зна чи тель ная часть ма те ма ти ки пре по да ёт ся с тех пор «по Эй ле ру».

Кро ме ма те ма ти ки, он глу бо ко изу чал бо та ни ку, ме ди ци ну, хи мию,
тео рию му зы ки, мно же ст во ев ро пей ских язы ков. Свои ма те ма ти че ские
ис сле до ва ния Эй лер ши ро ко при ме нял для ре ше ния прак ти че ских про-
 блем ме ха ни ки, бал ли сти ки, кар то гра фии, ко раб ле строе ния.

Двух том ная клас си че ская мо но гра фия «Уни вер саль ная ариф ме ти -
ка» (ко то рая из да ва лась так же под на зва ния ми «На ча ла ал геб ры» и «Пол -
ный курс ал геб ры») бы ла пе ре ве де на на мно гие язы ки и пе ре из да ва лась
око ло 30 раз (три ж ды — на рус ском язы ке). Все по сле дую щие учеб ни ки
ал геб ры соз да ва лись под силь ней шим влия ни ем Эй ле ра.

Эй лер вос пи тал пер вых рос сий ских ма те ма ти ков, став ших чле на ми
Пе тер бург ской ака де мии на ук.



За да ние № 2 в тес то вой фор ме «Про верь те се бя»

1. На ри сун ке 169 A1B1 � A2B2, A2B2 � A3B3, 

. От сю да сле ду ет, что

А) A1A2 = B1B2 В) A1A3 = B1B3
Б) B1B3 = 2B2B3 Г) A1A2 = B2B3

2. Ес ли ме диа ны AA1 и BB1 тре уголь ни ка
ABC пе ре се ка ют ся в точ ке M, то ка кое
из дан ных ра венств яв ля ет ся вер ным?
А) AM : MB1 = BM : MA1

Б) MA1 = MB

В) MA1 = AM

Г) MB1 = BB1

3. На ри сун ке 170 A1C1 � AC. То гда

А) В) 

Б) Г) 

4. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 8 см, BC = 4 см,
AC = 9 см. В ка ком от но ше нии центр впи сан ной ок руж но сти де-
 лит бис сек три су BB1, счи тая от вер ши ны B?
А) 2 : 3 Б) 2 : 1 В) 4 : 3 Г) 3 : 4

5. Че рез точ ку M сто ро ны BC па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на
пря мая, па рал лель ная сто ро не CD. Эта пря мая пе ре се ка ет от рез -
ки BD и AD в точ ках K и F со от вет ст вен но. Из вест но, что
BM : FD = 2 : 1. Че му рав но от но ше ние KD : BK?
А) 2 : 1 Б) 1 : 2 В) 1 : 3 Г) 4 : 1

6. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 14 см, BC = 21 см. На
сто ро не AB на рас стоя нии 4 см от вер ши ны A от ме че на точ ка D,
че рез ко то рую про ве де на пря мая, па рал лель ная сто ро не AC. Най -
ди те от рез ки, на ко то рые эта пря мая де лит сто ро ну BC.
А) 12 см, 9 см В) 15 см, 6 см
Б) 18 см, 3 см Г) 14 см, 7 см
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7. От ре зок MN, про ве дён ный че рез точ ку
пе ре се че ния диа го на лей не рав но бо кой
тра пе ции ABCD, па рал ле лен её ос но ва -
ни ям (рис. 171). Сколь ко пар по доб ных
тре уголь ни ков изо бра же но на ри сунке?
А) 4 Б) 6 В) 3 Г) 5

8. Че рез вер ши ны A и C не рав но бед рен -
но го тре уголь ни ка ABC про ве де на ок -
руж ность, ко то рая пе ре се ка ет сто ро ны
BA и BC в точ ках E и D со от вет ст вен -
но (рис. 172). Ка кое из дан ных ра венств
яв ля ет ся вер ным?

А) В) 

Б) Г) 

9. Хор да AB пе ре се ка ет хор ду CD в её се-
 ре ди не и де лит ся точ кой пе ре се че ния на от рез ки, рав ные 4 см
и 25 см. Че му рав на хор да CD?
А) 10 см Б) 5 см В) 100 см Г) 20 см

10. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 10 см, BC = 4 см,
CA = 8 см. На сто ро не AC от ме че на точ ка D та кая, что AD = 6 см.
Че му ра вен от ре зок BD?
А) 5 см Б) 4 см В) 6 см Г) 7 см

Итоги гла вы 2

Тео ре ма Фа ле са
Ес ли па рал лель ные пря мые, пе ре се каю щие сто ро ны уг ла,
от се ка ют на од ной его сто ро не рав ные от рез ки, то они от-
 се ка ют рав ные от рез ки и на дру гой его сто ро не.

Отношение двух отрезков
От но ше ни ем двух от рез ков на зы ва ют от но ше ние их длин,
вы ра жен ных в од них и тех же еди ни цах из ме ре ния.

BE
BC

BD
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= BD
DE

BC
AC

=
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Тео ре ма о про пор цио наль ных от рез ках
Ес ли па рал лель ные пря мые пе ре се ка ют сто ро ны уг ла, то
от рез ки, об ра зо вав шие ся на од ной сто ро не уг ла, про пор -
цио наль ны со от вет ст вую щим от рез кам, об ра зо вав шим ся
на дру гой сто ро не уг ла.

Свой ст во ме ди ан тре уголь ни ка
Три ме диа ны тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной точ ке,
ко то рая де лит ка ж дую из них в от но ше нии 2 : 1, счи тая от
вер ши ны тре уголь ни ка.

Свой ст во бис сек три сы тре уголь ни ка
Бис сек три са тре уголь ни ка де лит сто ро ну, к ко то рой она
про ве де на, на от рез ки, про пор цио наль ные при ле жа щим
к ним сто ро нам.

По доб ные тре уголь ни ки
Два тре уголь ни ка на зы ва ют по доб ны ми, ес ли их уг лы со-
 от вет ст вен но рав ны и сто ро ны од но го тре уголь ни ка про-
 пор цио наль ны со от вет ст вен ным сто ро нам дру го го тре-
 уголь ни ка.

Лем ма о по доб ных тре уголь ни ках
Пря мая, па рал лель ная сто ро не тре уголь ни ка и пе ре се каю -
щая две дру гие его сто ро ны, от се ка ет от дан но го тре уголь-
 ни ка ему по доб ный.

Первый при знак по до бия тре уголь ни ков: 
по двум углам

Ес ли два уг ла од но го тре уголь ни ка рав ны двум уг лам дру-
 го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь ни ки по доб ны.

Второй при знак по до бия тре уголь ни ков: 
по двум сторонам и углу между ними

Ес ли две сто ро ны од но го тре уголь ни ка про пор цио наль ны
двум сто ро нам дру го го тре уголь ни ка и уг лы, об ра зо ван ные
эти ми сто ро на ми, рав ны, то та кие тре уголь ни ки по доб ны.

Третий при знак по до бия тре уголь ни ков: 
по трём сторонам

Ес ли три сто ро ны од но го тре уголь ни ка про пор цио наль ны
трём сто ро нам дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь ни -
ки по доб ны.



Гла ва 3. Ре ше ние пря мо уголь ных тре уголь ни ков

В этой гла ве вы по зна ко ми тесь со зна ме ни той тео ре мой
Пи фа го ра. Вы нау чи тесь по из ве стным сто ро нам и уг лам пря мо -
уголь но го тре уголь ни ка на хо дить его не из ве стные сто ро ны и уг лы.

§ 15. Мет ри че ские со от но ше ния 
в пря мо уголь ном тре уголь ни ке

На ри сун ке 173 от ре зок CD — вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни -
ка ABC (∠ACB = 90°).

От рез ки AD и DB на зы ва ют про ек ция ми ка те тов AC и CB со от вет -
ст вен но на ги по те ну зу.

Лем ма
Вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ги-
 по те ну зе, де лит тре уголь ник на два по доб ных пря мо -
уголь ных тре уголь ни ка, ка ж дый из ко то рых по до бен дан-
 но му тре уголь ни ку.

До ка жи те лем му са мо стоя тель но.

Тео ре ма 15.1
Квад рат вы со ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве -
дён ной к ги по те ну зе, ра вен про из ве де нию про ек ций ка-
 те тов на ги по те ну зу. Квад рат ка те та ра вен про из ве де -
нию ги по те ну зы и про ек ции это го ка те та на ги по те ну зу.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 173 от ре зок CD — вы со та

пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC
(∠ACB = 90°). До ка жем, что:

CD2 = AD · DB, AC2 = AB · AD, BC2 =
= AB · DB.

Так как ΔCBD � ΔACD, то . 
От сю да CD2 = AD · DB.

Так как ΔABC � ΔACD, то . 
От сю да AC2 = AB · AD.

AC
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=
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Так как ΔABC � ΔCBD, то . От сю да BC2 = AB · DB. 

Ес ли дли ны от рез ков на ри сун ке 173 обо зна чить так: AC = b, BC = a,
AВ = с, CD = hc, AD = bc, DB = ac, то доказанные соотношения прини-
мают вид:

Эти ра вен ства на зы ва ют мет ри че ски ми со от но ше ни ями в пря мо -
уголь ном тре уголь ни ке.

За да ча. Да ны два от рез ка, дли ны ко то рых
рав ны a и b (рис. 174). По строй те от ре зок, дли на 
ко то ро го рав на .

Ре ше ние. Рассмотрим треугольник АDC
(∠ADC = 90°), в котором отрезок DВ является 
вы со той (рис. 175). Имеем: . От -
сю да ес ли AB = a, BC = b, то DB = .

Проведённый анализ показывает, как про-
вести построение. 

На про из воль ной пря мой от ме тим точ ку A
и от ло жим по сле до ва тель но от рез ки AB и BC так,
что AB = a, BC = b. По стро им ок руж ность с диа мет-
 ром AC. Че рез точ ку B про ве дём пря мую, пер пен -
ди ку ляр ную пря мой AC (см. рис. 175). Пусть D —
од на из то чек пе ре се че ния пря мой и ок ружности.

До ка жем, что от ре зок DB — ис ко мый. Дей ст ви тель но, ∠ADC = 90°
как впи сан ный угол, опи раю щий ся на диа метр AC. То гда по тео ре ме 15.1 
DB2 = AB · BC, т. е. DB = . 

1. Ка кой фор му лой свя за ны вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка,
про ве дён ная к ги по те ну зе, и про ек ции ка те тов на ги по те ну зу?

2. Ка кой фор му лой свя за ны ка тет, ги по те ну за и про ек ция это го ка те та
на ги по те ну зу?

Уп раж не ния

510. Най ди те вы со ту пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ную из вер-
 ши ны пря мо го уг ла, ес ли она де лит ги по те ну зу на от рез ки дли ной
2 см и 18 см.

511. Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 6 см, а его про ек ция на ги-
 по те ну зу — 4 см. Най ди те ги по те ну зу.

?

hc
2 = acbc, a

2 = acc, b2 = bcc

BC
BD

AB
BC

=

ab

DB AB BC= ⋅
ab

ab
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512. Вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ги по те ну зе,
де лит её на от рез ки дли ной 5 см и 20 см. Най ди те ка те ты тре уголь-
ни ка.

513. Вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная из вер ши ны пря-
 мо го уг ла, рав на 48 см, а про ек ция од но го из ка те тов на ги по те ну зу —
36 см. Най ди те сто ро ны дан но го тре уголь ни ка.

514. Най ди те ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка, вы со та ко то ро го де-
 лит ги по те ну зу на от рез ки, один из ко то рых на 3 см мень ше этой вы-
 со ты, а дру гой — на 4 см боль ше вы со ты.

515. Най ди те мень ший ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка и его вы со ту,
про ве дён ную к ги по те ну зе, ес ли боль ший ка тет мень ше ги по те ну зы
на 10 см и боль ше сво ей про ек ции на ги по те ну зу на 8 см.

516. Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из точ ки пе ре се че ния диа го на лей ром ба
на его сто ро ну, ра вен 2 см и де лит её на от рез ки, от но ся щие ся как
1 : 4. Най ди те диа го на ли ром ба.

517. Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из точ ки ок руж но сти на её диа метр, де-
 лит его на два от рез ка, один из ко то рых ра вен 4 см. Най ди те ра ди ус
ок руж но сти, ес ли дли на пер пен ди ку ля ра рав на 10 см.

518. Най ди те пе ри метр рав но бо кой тра пе ции, ос но ва ния ко то рой рав ны
7 см и 25 см, а диа го на ли пер пен ди ку ляр ны бо ко вым сто ро нам.

519. Центр ок руж но сти, опи сан ной око ло рав но бо кой тра пе ции, при над -
ле жит её боль ше му ос но ва нию. Най ди те ра ди ус этой ок руж но сти, ес-
 ли диа го наль тра пе ции рав на 20 см, а про ек ция диа го на ли на боль-
 шее ос но ва ние — 16 см.

520. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не,
ко то рая рав на 12 см. Най ди те сред нюю ли нию тра пе ции, ес ли ра ди ус
ок руж но сти, опи сан ной око ло тра пе ции, ра вен 10 см.

521. Най ди те вы со ту рав но бо кой тра пе ции, ес ли её диа го наль пер пен ди -
ку ляр на бо ко вой сто ро не, а раз ность квад ра тов ос но ва ний рав на
25 см2.

522. В пря мо уголь ную тра пе цию впи са на ок руж ность. Точ ка ка са ния де-
 лит бЏльшую бо ко вую сто ро ну на от рез ки дли ной 8 см и 50 см. Най -
ди те пе ри метр тра пе ции.

523. В рав но бо кую тра пе цию впи са на ок руж ность. Точ ка ка са ния де лит
бо ко вую сто ро ну на от рез ки дли ной 3 см и 27 см. Най ди те вы со ту тра-
 пе ции.

524. По строй те от ре зок дли ной x, ес ли , где a и b — дли ны дан-
 ных отрез ков.

x ab=
2
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Уп раж не ния для по вто ре ния

525. Пе ри метр па рал ле ло грам ма боль ше од ной из сто рон на 35 см и боль-
 ше дру гой сто ро ны на 28 см. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма.

526. На сто ро нах AB, BC, CD и AD квад ра та ABCD от ме ти ли со от вет ст -
вен но точ ки M, N, K и E так, что че ты рёх уголь ник MNKE яв ля ет ся
пря мо уголь ни ком, сто ро ны ко то ро го па рал лель ны диа го на лям квад-
 ра та. Най ди те пе ри метр пря мо уголь ни ка MNKE, ес ли диа го наль
квад ра та ABCD рав на 7 см.

527. В ок руж ность впи са на тра пе ция, диа го наль ко то рой де лит угол при
боль шем ос но ва нии по по лам. Най ди те ду ги, на ко то рые де лят ок руж -
ность вер ши ны тра пе ции, ес ли один из её уг лов ра вен 74°.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

528. У впи сан но го в ок руж ность мно го уголь ни ка вы бра ли вер ши ну
и про ве ли все диа го на ли, ко то рым эта вер ши на при над ле жит. До -
ка жи те, что сре ди об ра зо вав ших ся тре уголь ни ков не бо лее чем
один яв ля ет ся ост ро уголь ным.

§ 16. Тео ре ма Пи фа го ра

Тео ре ма 16.1
(тео ре ма Пи фа го ра)

В пря мо уголь ном тре уголь ни ке квад рат ги по те ну зы ра-
 вен сум ме квад ра тов ка те тов.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 176 изо бра жён пря мо уголь ный

тре уголь ник ABC (∠ACB = 90°). До ка жем, что
AB2 = AC2 + BC2.

Про ве дём вы со ту CD. При ме нив тео ре -
му 15.1 для ка те тов AC и BC, по лу ча ем: 
AC2 = AB · AD и BC2 = AB · DB.

Сло жив по член но эти ра вен ства, по лу чим
AC2 + BC2 = AB · AD + AB · DB.

Да лее, AC2 + BC2 = AB · (AD + DB), AC2 + BC2 = AB2. 
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Ес ли в пря мо уголь ном тре уголь ни ке дли ны ка те тов рав ны a и b,
а дли на ги по те ну зы рав на c, то тео ре му Пи фа го ра мож но вы ра зить сле ду -
ющим ра вен ством:

Тео ре ма Пи фа го ра да ёт воз мож ность по двум сто ро нам пря мо уголь -
но го тре уголь ни ка най ти его тре тью сто ро ну:

Из ра вен ст ва c2 = a2 + b2 так же сле ду ет, что c2 > a2 и c2 > b2, от сю да
c > a и c > b, т. е. ги по те ну за боль ше лю бо го из ка те тов. Дру гим спо-
 со бом этот факт был ус та нов лен в кур се гео мет рии 7 клас са.

1. Сфор му ли руй те тео ре му Пи фа го ра.
2. За пи ши те тео ре му Пи фа го ра, ес ли ка те ты пря мо уголь но го тре-

 уголь ни ка рав ны a и b, а ги по те ну за рав на c.
3. Как по двум сто ро нам пря мо уголь но го тре уголь ни ка най ти его тре-

 тью сто ро ну?
4. Ка кая из сто рон пря мо уголь но го тре уголь ни ка яв ля ет ся наибольшей?

c2 = a2 + b2

?

; ; b c a= −2 2a c b= −2 2c a b= +2 2
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Пифагор (VІ в. до н. э.)
Вы изу чи ли зна ме ни тую тео ре му, ко то рая

но сит имя вы даю ще го ся древ не гре че ско го учё но -
го Пи фа го ра.

Ис сле до ва ния древ них тек стов сви де тель -
ст ву ют о том, что ут вер жде ние этой тео ре мы бы ло
из вест но за дол го до Пи фа го ра. По че му же её при-
 пи сы ва ют Пи фа го ру? Ско рее все го по то му, что
имен но Пи фа гор на шёл до ка за тель ст во это го ут -
вер жде ния.

О жиз ни Пи фа го ра ма ло что из вест но дос -
то вер но. Он ро дил ся на гре че ском ост ро ве Са мос.

По пре да ни ям, он мно го пу те ше ст во вал, при об ре тая зна ния и муд рость.
По се лив шись в гре че ской ко ло нии Кро тон (на юге Ита лии), он ок ру -

жил се бя пре дан ны ми уче ни ка ми и еди но мыш лен ни ка ми. Так воз ник пи фа-
 го рей ский со юз (или кро тон ское брат ст во). Влия ние это го сою за бы ло
та ким силь ным, что да же че рез сто ле тия по сле смер ти Пи фа го ра мно гие
вы даю щие ся ма те ма ти ки Древ не го ми ра на зы ва ли се бя пи фа го рей ца ми.



Уп раж не ния

529. Най ди те ги по те ну зу пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли его ка те ты
рав ны: 1) 3 см и 4 см; 2) 6 см и 9 см.

530. Най ди те ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли его ги по те ну за
и вто рой ка тет со от вет ст вен но рав ны: 1) 15 см и 12 см; 2) 7 см и см.

531. Пусть a и b — ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка, c — его ги по те -
ну за. Най ди те не из вест ную сто ро ну тре уголь ни ка, ес ли: 1) a = 5 см,
b = 12 см; 2) a = 1 см, c = 2 см; 3) b = 3 см, см.

532. Сто ро ны пря мо уголь ни ка рав ны 9 см и 40 см. Че му рав на его диагональ?
533. Сто ро на пря мо уголь ни ка рав на 7 см, а диа го наль — 25 см. Най ди те со-

 сед нюю к дан ной сто ро ну пря мо уголь ни ка.
534. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на 29 см, а вы-

 со та, про ве дён ная к ос но ва нию, — 21 см. Че му рав но ос но ва ние тре-
 уголь ни ка?

535. Вы со та рав но бед рен но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ос но ва нию,
рав на 35 см, а его ос но ва ние — 24 см. Че му рав на бо ко вая сто ро на тре-
 уголь ни ка?

536. В ок руж но сти, ра ди ус ко то рой ра вен 10 см, про ве де на хор да дли ной
16 см. Най ди те рас стоя ние от цен тра ок руж но сти до дан ной хор ды.

537. Най ди те пе ри метр ром ба, диа го на ли ко то ро го рав ны 24 см и 32 см.
538. Сто ро на ром ба рав на 26 см, а од на из диа го на лей — 48 см. Най ди те

дру гую диа го наль ром ба.
539. Один из ка те тов пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 21 см, а вто рой

ка тет на 7 см мень ше ги по те ну зы. Най ди те пе ри метр тре уголь ни ка.
540. Ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на 26 см, а ка те ты от но -

сят ся как 5 : 12. Най ди те ка те ты это го тре уголь ни ка.

541. Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 6 см, а ме диа на, про ве дён -
ная к не му, — 5 см. Най ди те ги по те ну зу тре уголь ни ка.

542. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что BC = 20 см, вы со та BD де лит сто-
 ро ну AC на от рез ки AD = 5 см и CD = 16 см. Най ди те сто ро ну AB.

543. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = 17 см, BC = 9 см, ∠C — ту-
 пой, вы со та AD рав на 8 см. Най ди те сто ро ну AC.

544. Най ди те вы со ту рав но сто рон не го тре уголь ни ка со сто ро ной a.
545. Най ди те диа го наль квад ра та со сто ро ной a.
546. Най ди те сто ро ну рав но сто рон не го тре уголь ни ка, вы со та ко то ро го

рав на h.
547. Най ди те ка те ты пря мо уголь но го рав но бед рен но го тре уголь ни ка, ги-

 по те ну за ко то ро го рав на c.

c = 90

13
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548. Най ди те дли ну не из вест но го от рез ка x на ри сун ке 177 (раз ме ры да ны
в сан ти мет рах).

549. Най ди те дли ну не из вест но го от рез -
ка x на ри сун ке 178 (раз ме ры да ны
в сан ти мет рах).

550. В рав но бед рен ном тре уголь ни ке вы-
 со та, про ве дён ная к бо ко вой сто ро не,
рав на 8 см. Она де лит бо ко вую сто ро -
ну на два от рез ка, один из ко то рых,
при ле жа щий к вер ши не рав но бед рен -
но го тре уголь ни ка, рав ен 6 см. Най ди -
те ос но ва ние тре уголь ни ка.

551. Вы со та рав но бед рен но го тре уголь ни ка, опу щен ная на бо ко вую сто-
 ро ну, де лит её на от рез ки дли ной 4 см и 16 см, счи тая от вер ши ны
уг ла при ос но ва нии. Най ди те ос но ва ние рав но бед рен но го тре-
 уголь ни ка.

552. Ос но ва ние рав но бед рен но го ту по уголь но го тре уголь ни ка рав но
24 см, а ра ди ус ок руж но сти, опи сан ной око ло не го, — 13 см. Най ди те
бо ко вую сто ро ну тре уголь ни ка.

553. Вы со та рав но бед рен но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к его ос но ва -
нию, рав на 8 см, а ра ди ус ок руж но сти, опи сан ной око ло не го, — 5 см.
Най ди те бо ко вую сто ро ну тре уголь ни ка.

554. Ос но ва ние рав но бед рен но го тре уголь ни ка на 2 см боль ше бо ко вой
сто ро ны. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка, ес ли вы со та, про ве дён ная
к ос но ва нию, рав на 8 см.

555. Пе ри метр рав но бед рен но го тре уголь ни ка ра вен 90 см, а вы со та, про-
 ве дён ная к ос но ва нию, — 15 см. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка.

556. Сто ро ны ту по уголь но го тре уголь ни ка рав ны 29 см, 25 см и 6 см. Най -
ди те вы со ту тре уголь ни ка, про ве дён ную к мень шей сто ро не.

557. Сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 36 см, 29 см и 25 см. Най ди те вы со ту
тре уголь ни ка, про ве дён ную к боль шей сто ро не.
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558. Из точ ки к пря мой про ве де ны две на клон ные, дли ны ко то рых от но -
сят ся как 5 : 6, а про ек ции этих на клон ных на пря мую рав ны 7 см
и 18 см. Най ди те рас стоя ние от дан ной точ ки до этой пря мой.

559. Из точ ки к пря мой про ве де ны две на клон ные дли ной 15 см и 27 см.
Сум ма длин про ек ций этих на клон ных на пря мую рав на 24 см. Най ди -
те про ек цию ка ж дой на клон ной.

560. Точ ка ка са ния ок руж но сти, впи сан ной в пря мо уголь ный тре уголь -
ник, де лит один из его ка те тов на от рез ки 2 см и 6 см. Най ди те сто-
 ро ны тре уголь ни ка.

561. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, диа го на ли ко то ро го рав ны 16 см
и 20 см, ес ли од на из диа го на лей пер пен ди ку ляр на его сто ро не.

562. Най ди те пе ри метр пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли бис сек три са
пря мо го уг ла де лит ги по те ну зу на от рез ки дли ной 30 см и 40 см.

563. Най ди те пе ри метр пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли бис сек три са
ост ро го уг ла де лит про ти во ле жа щий ка тет на от рез ки дли ной 24 см
и 51 см.

564. (Ста рин ная араб ская за да ча.) На про ти во по лож ных бе ре гах ре ки рас-
 тут од на на про тив дру гой две паль мы. Вы со та од ной из них рав на
30 лок тей, дру гой — 20 лок тей, а рас стоя ние ме ж ду ос но ва ния ми
пальм — 50 лок тей. На вер ши не ка ж дой паль мы си дит пти ца. Вдруг
обе пти цы уви де ли ры бу, ко то рая по ка за лась на по верх но сти во ды
ме ж ду паль ма ми. Они взле те ли с пальм од но вре мен но и, дви га ясь
с оди на ко вой ско ро стью, од но вре мен но схва ти ли ры бу. На ка ком рас-
 стоя нии от ос но ва ния бо лее вы со кой паль мы поя ви лась ры ба?

565. Ос но ва ния рав но бо кой тра пе ции рав ны 12 см и 20 см, а диа го наль яв-
 ля ет ся бис сек три сой ту по го уг ла тра пе ции. Най ди те эту диа го наль.

566. Ос но ва ния пря мо уголь ной тра пе ции рав ны 18 см и 12 см, а диа го наль
яв ля ет ся бис сек три сой ост ро го уг ла тра пе ции. Най ди те эту диагональ.

567. В ок руж но сти по раз ные сто ро ны от её цен тра про ве де ны две па рал -
лель ные хор ды дли ной 16 см и 32 см. Рас стоя ние ме ж ду хор да ми рав-
 но 16 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти.

568. В ок руж но сти по од ну сто ро ну от её цен тра про ве де ны две па рал -
лель ные хор ды дли ной 48 см и 24 см. Рас стоя ние ме ж ду хор да ми рав-
 но 12 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти.

569. Ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в рав но бед рен ный тре уголь ник, ра вен
12 см, а рас стоя ние от вер ши ны рав но бед рен но го тре уголь ни ка до
цен тра ок руж но сти — 20 см. Най ди те пе ри метр дан но го тре угольника.

570. Точ ка ка са ния ок руж но сти, впи сан ной в пря мо уголь ную тра пе цию,
де лит её боль шее ос но ва ние на от рез ки дли ной 20 см и 25 см, счи тая
от вер ши ны пря мо го уг ла. Вы чис ли те пе ри метр тра пе ции.

118



571. Точ ка ка са ния ок руж но сти, впи сан ной в пря мо уголь ную тра пе цию,
де лит её мень шее ос но ва ние на от рез ки дли ной 6 см и 3 см, счи тая от
вер ши ны пря мо го уг ла. Вы чис ли те пе ри метр тра пе ции.

572. Ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав ны 18 см и 24 см. Най ди те
бис сек три су тре уголь ни ка, про ве дён ную из вер ши ны мень ше го ост-
 ро го уг ла.

573. Ме диа ны AM и CK тре уголь ни ка ABC пер пен ди ку ляр ны. Най ди те
сто ро ны тре уголь ни ка, ес ли AM = 9 см и CK = 12 см.

574. В тре уголь ни ке ABC ме диа ны BM и CK пер пен ди ку ляр ны и пе ре се -
ка ют ся в точ ке O. Най ди те от ре зок AO, ес ли BM = 36 см и CK = 15 см.

575. (За да ча Бха ска ры*.)

Над озе ром ти хим, с пол фу та вы со той
Вы сит ся ло то са цве ток.
И ве тер по ры ви стый
От нёс его в сто ро ну. Нет
боль ше цвет ка над во дой.
На шёл его ры бак
В двух фу тах от мес та, где он рос.
Итак, пред ла гаю во прос:
Как глу бо ка здесь озе ра во да?

Го то вим ся к изу че нию 
но вой те мы

576. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, AB = 13 см, BC = 5 см,
AC = 12 см. Най ди те от но ше ние:
1) ка те та, при ле жа ще го к уг лу A, и ги по те ну зы;
2) ка те та, про ти во ле жа ще го уг лу A, и ги-
 по те ну зы;
3) ка те та, при ле жа ще го к уг лу B, и ги по -
те ну зы;
4) ка те та, при ле жа ще го к уг лу B, и ка те -
та, про ти во ле жа ще го это му уг лу.

577. На од ной сто ро не уг ла A от ме ти ли точ-
 ки B, C и D так, что AB = BC = 5 см,
CD = 10 см (рис. 179). Из то чек B, C и D
опу ще ны пер пен ди ку ля ры BE, CF и DM
на дру гую сто ро ну уг ла A, при чём AE =

119

* БхЃскара (1114–1185) — индийский математик и астроном.
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= 4 см. Най ди те от но ше ние ка те та, при ле жа ще го к уг лу A, и ги по те -
нузы:
1) в тре уголь ни ке AEB; 3) в тре уголь ни ке AMD.
2) в тре уголь ни ке AFC;

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

578. В квад ра те со сто ро ной 1 м про из воль ным об ра зом от ме ти ли 51 точ -
ку. До ка жи те, что сре ди этих то чек су ще ст ву ют три, ко то рые мож но
на крыть квад ра том со сто ро ной 20 см.

§ 17. Три го но мет ри че ские функ ции ост ро го уг ла 
пря мо уголь но го тре уголь ни ка

На ри сун ке 180 изо бра жён пря мо уголь ный тре уголь ник ABC
(∠C = 90°). На пом ним, что ка тет BC на зы ва ют про ти во ле жа щим уг лу A,
а ка тет AC — при ле жа щим к это му уг лу.

Оп ре де ле ние
Си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на зы -
ва ют от но ше ние про ти во ле жа ще го ка те та к ги потенузе.

Си нус уг ла A обо зна ча ют так: sin A (чи та ют: «си нус А»). Для ост рых
уг лов A и B пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC име ем:

, .

Для пря мо уголь но го тре уголь ни ка, изо бра жён но го на ри сун ке 181:

, .

Рас смот рим пря мо уголь ный рав но бед рен ный тре уголь ник ABC
(∠C = 90°), в ко то ром AC = BC = a (рис. 182).

sin α = a
c

sin β = b
c

sin A BC
AB

= sin B AC
AB

=
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Име ем: .

По оп ре де ле нию , от сю да . Ви дим, 

что си нус ост ро го уг ла пря мо уголь но го рав но бед рен но го тре уголь ни ка не
за ви сит от раз ме ров тре уголь ни ка, так как по лу чен ное зна че ние си ну са 

оди на ко во для всех зна че ний а. По сколь ку ∠A = 45°, то . 

Эту за пись не свя зы ва ют с кон крет ным пря мо уголь ным рав но бед рен ным
тре уголь ни ком.

Во об ще, ес ли ост рый угол од но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка
ра вен ост ро му уг лу дру го го пря мо уголь но го тре уголь ни ка, то си ну сы
этих уг лов рав ны.

Дей ст ви тель но, эти пря мо уголь ные тре уголь ни ки по доб ны по пер во -
му при зна ку по до бия тре уголь ни ков. По это му от но ше ние ка те та к ги по те -
ну зе од но го тре уголь ни ка рав но от но ше нию со от вет ст вен но го ка те та к ги-
 по те ну зе дру го го тре уголь ни ка.

На при мер, за пись sin17° мож но от не сти ко всем уг лам, гра дус ные
ме ры ко то рых рав ны 17°. Зна че ние си ну са это го уг ла мож но вы чис лить
один раз, вы брав про из воль ный пря мо уголь ный тре уголь ник с ост рым
уг лом 17°.

Сле до ва тель но, си нус ост ро го уг ла за ви сит толь ко от ве ли чи -
ны это го уг ла.

Оп ре де ле ние
Ко си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на-
 зы ва ют от но ше ние при ле жа ще го ка те та к ги по те ну зе.

Ко си нус уг ла A обо зна ча ют так: cos A (чи та ют: «ко си нус А»).
Для ост рых уг лов A и B пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC

(см. рис. 180) мож но за пи сать:

, .

От ме тим, что по сколь ку ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка мень ше
его ги по те ну зы, то си нус и ко си нус ост ро го уг ла мень ше 1.

Оп ре де ле ние
Тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на-
 зы ва ют от но ше ние про ти во ле жа ще го ка те та к при ле жа -
ще му.

Тан генс уг ла A обо зна ча ют так: tg A (чи та ют: «тан генс А»).

cos B BC
AB

=cos A AC
AB

=

AB a a a= + =2 2 2

sin 45 1

2

2
2

° = =

sin A BC
AB

= sin A a
a

= = =
2

1

2

2
2
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Для ост рых уг лов A и B пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC
(см. рис. 180) мож но за пи сать:

, .

Оп ре де ле ние
Ко тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
на зы ва ют от но ше ние при ле жа ще го ка те та к про ти во ле -
жа ще му.

Ко тан генс уг ла A обо зна ча ют так: ctg A (чи та ют: «ко тан генс А»).
Для ост рых уг лов A и B пря мо уголь но го тре уголь ни ка ABC (см.

рис. 180) мож но за пи сать:

, .

Для пря мо уголь но го тре уголь ни ка, изо бра жён но го на ри сун ке 181: 

, , , , , .

Как бы ло ус та нов ле но, си нус ост ро го уг ла за ви сит толь ко от ве ли чи -
ны уг ла. Рас су ж дая ана ло гич но, мож но прий ти к сле дую ще му вы во ду: ко си -
нус, тан генс и ко тан генс ост ро го уг ла за ви сят толь ко от ве ли -
чи ны это го уг ла.

Во об ще, ка ж до му ост ро му уг лу α со от вет ст ву ет един ст вен ное чис ло,
яв ляю щее ся зна че ни ем си ну са (ко си ну са, тан ген са, ко тан ген са) это го уг ла.
По это му за ви си мость зна че ния си ну са (ко си ну са, тан ген са, ко тан ген са)
ост ро го уг ла от ве ли чи ны это го уг ла яв ля ет ся функ цио наль ной. Функ цию,
со от вет ст вую щую этой за ви си мо сти, на зы ва ют три го но мет ри че ской. Так,
y = sin α, y = cos α, y = tg α, y = ctg α — три го но мет ри че ские функ ции, ар гу -
мен та ми ко то рых яв ля ют ся ост рые уг лы.

С древ них вре мён лю ди со став ля ли таб ли цы при бли жён ных зна че -
ний три го но мет ри че ских функ ций с не ко то рым ша гом, один раз вы чис ляя
зна че ния три го но мет ри че ских функ ций для кон крет но го ар гу мен та. За тем
эти таб ли цы ши ро ко ис поль зо ва лись во мно гих об лас тях нау ки и тех ники.

В на ше вре мя зна че ния три го но мет ри че ских функ ций ост рых уг лов
удоб но на хо дить с по мо щью мик ро каль ку ля то ра.

Тан генс и ко тан генс ост ро го уг ла мож но вы ра зить че рез си нус и ко си -
нус это го же уг ла. Рас смот рим пря мо уголь ный тре уголь ник (см. рис. 181). За-

 пи шем: , . Сле до ва тель но,

ctg β = a
b

ctg α = b
a

sin
cos

tgα
α

α= = =
a
c
b
c

a
b

cos
sin

ctgα
α

α= = =
b
c
a
c

b
a

tg B AC
BC

=tg A BC
AC

=

cos α = b
c

cos β = a
c

tg α = a
b

tg β = b
a

ctg A AC
BC

= ctg B BC
AC

=
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За ме тим, что тан генс и ко тан генс од но го и то го же ост ро го уг ла яв ля -
ют ся вза им но об рат ны ми чис ла ми, т. е.

По тео ре ме Пи фа го ра a2 + b2 = c2. Обе час ти это го ра вен ст ва раз де лим 

на c2: . Учи ты вая, что , , по лу чим

(sin α)2 + (cos α)2 = 1.
При ня то за пи сы вать (sin α)2 = sin2 α, (cos α)2 = cos2 α. От сю да

Эту фор му лу на зы ва ют ос нов ным три го но мет ри че ским то ж де -
ством.

От ме тим, что , , , 

. Так как β = 90° − α, то

Мы уже зна ем, что . Най дём те перь cos 45°, tg 45° и ctg 45°.

,

, .

Най дём си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс уг-
 лов 30° и 60°.

Рас смот рим пря мо уголь ный тре уголь ник
ABC, в ко то ром ∠C = 90°, ∠A = 30° (рис. 183).

Пусть BC = a. То гда по свой ст ву ка те та, ле жа -
ще го про тив уг ла 30°, по лу ча ем, что AB = 2a. Из тео ре мы Пи фа го ра сле ду -
ет, что AC2 = AB2 − BC2. 

По лу ча ем AC2 = 4a2 − a2 = 3a2; . От сю да на хо дим:AC a= 3

tg sin
cos

45 145
45

2
2
2

2

° °
°

= = = ctg
tg

45 11
45

°
°

= =

cos sin sin45 90 45 45 2
2

° ° ° °= −( ) = =

sin 45 2
2

° =

tg ctgsin
cos

cos
sin

α αα
α

α
α

= =,

tg α · ctg α = 1

a
c

b
c( ) + ( ) =

2 2

1 sin α = a
c

cos α = b
c

cos (90° − α) = sin α tg (90° − α) = ctg α
sin (90° − α) = cos α ctg (90° − α) = tg α

ctg tgβ α= = a
b

cos sinβ α= = a
c

sin cosβ α= = b
c

tg ctgβ α= = b
a

sin2 α + cos2 α = 1
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, , 

, .

Так как 60° = 90° − 30°, то по лу ча ем:

, , 

, .

Зна че ния си ну са, ко си ну са, тан ген са и ко тан ген са для уг лов 30°, 45°
и 60° по лез но за пом нить.

1. Что на зы ва ют си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре угольника?
2. Что на зы ва ют ко си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре угольника?
3. Что на зы ва ют тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре угольника?
4. Что на зы ва ют ко тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь-

ника?
5. От че го за ви сят си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс уг ла?
6. Как свя за ны ме ж ду со бой tg α, sin α и cos α?
7. Как свя за ны меж ду со бой ctg α, sin α и cos α?
8. Как свя за ны меж ду со бой tg α и ctg α?
9. Как свя за ны ме ж ду со бой sin α и cos α?

10. Че му ра вен sin (90° − α)? cos (90° − α)? tg (90° − α)? ctg (90° − α)?
11. Че му ра вен sin 45°? cos 45°? tg 45°? ctg 45°?
12. Че му ра вен sin 30°? cos 30°? tg 30°? ctg 30°?
13. Че му ра вен sin 60°? cos 60°? tg 60°? ctg 60°?

?

tg ctg60 30 3° °= = ctg tg60 30 1

3

3
3

° °= = =

cos sin60 30 1
2

° °= =sin cos60 30 3
2

° °= =

ctg
tg

30 31
30

°
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Прак ти че ские за да ния

579. По строй те угол:
1) тан генс ко то ро го ра вен ;

2) си нус ко то ро го ра вен .
580. По строй те угол:

1) ко си нус ко то ро го ра вен ;

2) котангенс которого равен .

Уп раж не ния

581. Ка тет и ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка со от вет ст вен но
рав ны 8 см и 10 см. Най ди те:
1) си нус уг ла, про ти во ле жа ще го мень ше му ка те ту;
2) ко си нус уг ла, при ле жа ще го к боль ше му ка те ту;
3) тан генс уг ла, про ти во ле жа ще го мень ше му ка те ту;
4) ко тан генс уг ла, при ле жа ще го к боль ше му ка те ту.

582. Ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав ны 3 см и 2 см. Най ди те:
1) тан генс уг ла, при ле жа ще го к боль ше му ка те ту;
2) си нус уг ла, про ти во ле жа ще го мень ше му ка те ту;
3) ко си нус уг ла, при ле жа ще го к боль ше му ка те ту;
4) ко тан генс уг ла, про ти во ле жа ще го боль ше му ка те ту.

583. Най ди те зна че ние вы ра же ния:
1) cos2 45° + tg2 60°; 2) 2cos2 60° − sin2 30° + sin 60° ctg 60°.

584. Най ди те зна че ние вы ра же ния:
1) cos2 30° − sin2 45°; 2) 3tg2 30° + 4tg 45° + cos 30° сtg 30°.

585. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, BC = 77 см, AB = 125 см.
Най ди те синусы острых углов треугольника.

586. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, BC = 41 см, AC = 20 см.
Най ди те косинусы острых углов треугольника.

587. Най ди те sin α, tg α и сtg α, ес ли .

588. Най ди те cos β, tg β и сtg β, ес ли .

589. Си нус ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен . Най ди те

си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс вто ро го ост ро го уг ла это го тре-
 уголь ни ка.

3
3

1
2

sin β = 4
5

cos α = 1
3

2
3

4
5

1
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590. Ос но ва ние рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав но 24 см, а бо ко вая сто-
 ро на — 13 см. Най ди те си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс уг ла ме ж -
ду бо ко вой сто ро ной тре уголь ни ка и вы со той, про ве дён ной к его ос-
 но ва нию.

591. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на 17 см, а вы со -
та, про ве дён ная к ос но ва нию, — 8 см. Най ди те си нус, ко си нус, тан-
 генс и ко тан генс уг ла при ос но ва нии тре уголь ни ка.

592. Най ди те уг лы ром ба, диа го на ли ко то ро го рав ны 4 см и см.
593. Най ди те уг лы ме ж ду диа го на лью пря мо уголь ни ка и его сто ро на ми,

дли ны ко то рых рав ны см и 3 см.
594. В тра пе ции ABCD из вест но, что AB = CD = 9 см, BC = 10 см,

AD = 14 см. Най ди те си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс уг ла A тра-
 пе ции.

595. В тра пе ции ABCD из вест но, что BC � AD, ∠A = 90°, AB = 4 см,
BC = 8 см, AD = 12 см. Най ди те уг лы тра пе ции.

596. До ка жи те, что тан ген сы ост рых уг лов пря мо уголь но го тре уголь ни ка
яв ля ют ся вза им но об рат ны ми чис ла ми.

597. До ка жи те то ж де ст во:

1) ; 2) .

598. Най ди те зна че ние вы ра же ния:
1) sin2 18° + sin2 72°; 2) cos3 36° − sin3 54°.

599. Ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав ны 30 см и 40 см. Най ди те
си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс уг ла ме ж ду ме диа ной и вы со той,
про ве дён ны ми к ги по те ну зе.

600. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что AB = BC, BD и AM — вы со ты тре-
 уголь ни ка, BD : AM = 3 : 1. Най ди те cos C.

601. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что
AB = BC, BD и CK — вы со ты тре уголь ни ка,

. Най ди те от но ше ние CK : BD.

602. До ка жи те, что уг лы ABC и DEF, изо бра -
жён ные на ри сун ке 184, рав ны.

Уп раж не ния для по вто ре ния

603. Бис сек три сы уг лов A и B па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ют ся
в точ ке M, AB = 6 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, ко то рая про хо дит
че рез точ ки A, B и M.

cos A = 3
7

1 2
2

1+ =tg
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α
α

1 2
2
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α

α
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604. Хор ды AB и BC ок руж но сти пер пен ди ку ляр ны, а рас стоя ние ме ж ду
их се ре ди на ми рав но 12 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти.

605. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что BK — вы со та, AM — бис сек три са,
BK = 26 см, AB : AC = 6 : 7. Из точ ки M опу щен пер пен ди ку ляр MD
на сто ро ну AC. Най ди те от ре зок MD.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

606. Да ны два кру га, ко то рые не име ют об щих то чек. Су ще ст ву ет ли точ-
 ка, ко то рая не при над ле жит ни од но му из кру гов, та кая, что лю бая
пря мая, про хо дя щая че рез эту точ ку, пе ре се ка ет хо тя бы один из
этих кру гов?

§ 18. Ре ше ние пря мо уголь ных тре уголь ни ков

На ри сун ке 185 изо бра жён пря мо уголь ный тре-
 уголь ник с ост ры ми уг ла ми α и β, ка те ты ко то ро го рав ны
a и b, а ги по те ну за рав на c.

По оп ре де ле нию си ну са ост ро го уг ла пря мо уголь -

но го тре угольника: , . От сю да a = c sin α,

b = c sin β.
Сле до ва тель но, ка тет пря мо уголь но го тре-

 уголь ни ка ра вен про из ве де нию ги по те ну зы на си-
 нус уг ла, про ти во ле жа ще го это му ка те ту.

По оп ре де ле нию ко си ну са ост ро го уг ла пря моуголь но го тре уголь ни-

ка: , . От сю да b = c cos α, a = c cos β.

Сле до ва тель но, ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен
про из ве де нию ги по те ну зы на ко си нус уг ла, при ле жа ще го к это му
ка те ту.

По оп ре де ле нию тан ген са ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни-

ка: , . От сю да a = b tg α, b = a tg β.

Сле до ва тель но, ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен
про из ве де нию дру го го ка те та на тан генс уг ла, про ти во ле жа ще го
пер во му ка те ту.

По оп ре де ле нию ко тан ген са ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь -

ника: , . От сю да b = a ctg α, a = b ctg β.ctg α = b
a

ctg β = a
b

tg α = a
b

tg β = b
a

cos α = b
c

cos β = a
c

sin α = a
c

sin β = b
c
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Сле до ва тель но, ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен
про из ве де нию дру го го ка те та на ко тан генс уг ла, при ле жа ще го к
пер во му ка те ту.

Из ра венств и по лу ча ем: и .

Сле до ва тель но, ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на
ча ст но му от де ле ния ка те та на си нус про ти во ле жа ще го ему уг ла;

ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на ча ст но му
от де ле ния ка те та на ко си нус при ле жа ще го к не му уг ла.

Ре шить пря мо уголь ный тре уголь ник — зна чит най ти его сто ро ны
и уг лы по из вест ным сто ро нам и уг лам.

За да ча 1. Ре ши те пря мо уголь ный тре уголь ник по ка те ту и ост ро му
уг лу: a = 14 см, α = 38°. (Зна че ния три го но мет ри че ских функ ций най ди те
с по мо щью мик ро каль ку ля то ра и ок руг ли те их до со тых. Зна че ния длин
сто рон ок руг ли те до де ся тых.)

Ре ше ние. Име ем:
β = 90° − α, β = 90° − 38° = 52°;
b = a tg β, b = 14 tg 52° ≈ 14 · 1,28 ≈ 17,9 (см);

, (см).

От вет: c ≈ 22,6 см, b ≈ 17,9 см, β = 52°. 
От ме тим, что эту за да чу мож но ре шить и дру гим спо со бом: на при -

мер, най ти ги по те ну зу, ис поль зуя тео ре му Пи фа го ра.

За да ча 2. Ре ши те пря мо уголь ный тре уголь ник по ка те ту и ги по те ну -
зе: a = 26 см, c = 34 см.

Ре ше ние. Име ем: , .

С по мо щью мик ро каль ку ля то ра вы чис ля ем угол α: α ≈ 50°.
То гда β ≈ 40°.
b = c sin β, b ≈ 34 sin 40° ≈ 34 · 0,643 = 21,862 ≈ 21,9 (см).
От вет: b ≈ 21,9 см, α ≈ 50°, β ≈ 40°. 

За да ча 3. Вы со та AD тре уголь ни ка ABC
(рис. 186) де лит его сто ро ну BC на от рез ки BD
и CD та кие, что см, CD = 8 см. Най ди -
те сто ро ны AB и AC, ес ли ∠B = 60°.

Ре ше ние. В тре уголь ни ке ADB (∠ADB = 90°):
AD = BD tg B,

(см);= 6
AD = = ⋅ =2 3 60 2 3 3tg °

BD = 2 3

sin α = a
c

sin , ...α = =26
34

0 7647

c a=
sin α

c = ≈ ≈14
38

14
0 62

22 6
sin ,

,
°

c b=
cos α

c a=
sin α

sin α = a
c

cos α = b
c
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, (см).

В тре уголь ни ке ADC (∠ADC = 90°):

, (см).
От вет: см, 10 см. 

За да ча 4. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на b,
угол при ос но ва нии ра вен α. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в тре-
 уголь ник.

Ре ше ние. В тре уголь ни ке ABC (рис. 187)
AB = BC = b, ∠BAC = α. Про ве дём вы со ту BD.

В тре уголь ни ке ADB (∠ADB = 90°) AD =
= AB cos ∠BAD = b cos α.

Точ ка O — центр ок руж но сти, впи сан ной в тре-
 уголь ник ABC. Сле до ва тель но, точ ка O при над ле жит
вы со те BD и бис сек три се AO уг ла BAC. Так как
OD � AC, то впи сан ная ок руж ность ка са ет ся сто ро -
ны AC в точ ке D. Сле до ва тель но, OD — ра ди ус впи-
 сан ной ок руж нос ти. По сколь ку AO — бис сек три са уг -

ла BAD, то .

В тре уголь ни ке ADO (∠ADO = 90°): .

От вет: . 

1. Как мож но най ти ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли из вест -
ны ги по те ну за и угол, про ти во ле жа щий это му ка те ту?

2. Как мож но най ти ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли из вест -
ны ги по те ну за и угол, при ле жа щий к это му ка те ту?

3. Как мож но най ти ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли из вест -
ны вто рой ка тет и угол, про ти во ле жа щий ис ко мо му ка те ту?

4. Как мож но най ти ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли из ве -
стны вто рой ка тет и угол, при ле жа щий к ис ко мо му ка те ту?

5. Как мож но най ти ги по те ну зу пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли
из вест ны ка тет и про ти во ле жа щий это му ка те ту угол?

6. Как мож но най ти ги по те ну зу пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли
из вест ны ка тет и при ле жа щий к это му ка те ту угол?

?

AB BD
B

=
cos

AB = = =2 3
60

1
2

2 3 4 3
cos

:
°

b cos tgα α
2

OD AD OAD b= ∠ =tg cos tgα α
2

∠ = ∠ =OAD BAD1
2 2

α

4 3
AC AD DC= +2 2 AC = + =6 8 102 2
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Уп раж не ния

607. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°. Най ди те:

1) BC, ес ли AB = 12 см, ;

2) AC, ес ли AB = 21 см, cos A = 0,4;
3) AC, ес ли BC = 4 см, tg A = 1,6;

4) AB, ес ли BC = 14 см, ;

5) AB, ес ли AC = 3,2 см, sin B = 0,16;

6) BC, ес ли AC = 2,3 см, tg B = .

608. В тре уголь ни ке DEF из вест но, что ∠E = 90°. Най ди те:

1) DE, ес ли DF = 18 см, ;

2) DF, ес ли EF = 3,5 см, cos F = 0,7;

3) EF, ес ли DE = 2,4 см, .

609. В пря мо уголь ном тре уголь ни ке ги по те ну за рав на 17 см, а си нус од но-

 го из ост рых уг лов ра вен . Най ди те ка те ты тре уголь ни ка.

610. Ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на 10 см, а ко си нус од-
 но го из ост рых уг лов ра вен 0,8. Най ди те ка те ты тре уголь ни ка.

611. Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 48 см, а тан генс про ти во-

 ле жа ще го уг ла ра вен . Най ди те вто рой ка тет и ги по те ну зу тре-
 уголь ни ка.

612. В пря мо уголь ном тре уголь ни ке один из ка те тов ра вен 12 см, а тан-
 генс при ле жа ще го уг ла — 0,75. Най ди те вто рой ка тет и ги по те ну зу
тре уголь ни ка.

613. Ре ши те пря мо уголь ный тре уголь ник:
1) по ги по те ну зе и ост ро му уг лу: c = 28 см, α = 48°;
2) по ка те ту и ост ро му уг лу: a = 56 см, β = 74°;
3) по ка те ту и ги по те ну зе: a = 5 см, c = 9 см;
4) по двум ка те там: a = 3 см, b = 7 см.

614. Ре ши те пря мо уголь ный тре уголь ник:
1) по катету и острому углу: a = 34 см, α = 55°;
2) по гипотенузе и острому углу: c = 16 см, β = 18°;
3) по катету и гипотенузе: b = 12 см, c = 13 см;
4) по двум катетам: a = 4 см, b = 14 см.

3 3
7

8
17

tg D = 11
12

cos D = 2
9

1
2

cos B = 7
9

sin A = 3
4
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615. Ис поль зуя дан ные ри сун ка 188, най ди те
вы со ту де ре ва.

616. Ка кой дли ны долж на быть по жар ная ле -
ст ни ца, что бы по ней мож но бы ло под-
 нять ся на кры шу до ма вы со той 9 м, ес ли
ста вить её под уг лом 70° к по верх но сти
зем ли?

617. Про ехав от стар та по пря мо ли ней но му
уча ст ку шос се 300 м, ве ло си пе дист ока зал -
ся в точ ке, рас по ло жен ной на 11 м вы ше,
чем точ ка стар та. Най ди те угол подъ ё ма
шос се на этом уча ст ке.

618. Под ка ким уг лом па да ет на зем лю сол неч ный луч, ес ли вер ти каль ный
шест дли ной 1,5 м от бра сы ва ет тень дли ной 0,7 м?

619. Угол при вер ши не рав но бед рен но го тре уголь ни ка ра вен 120°, а вы со -
та, про ве дён ная к ос но ва нию, — см. Най ди те сто ро ны тре уголь -
ни ка.

620. Ос но ва ния рав но бо кой тра пе ции рав ны 8 см и 12 см, а угол при ос но-
 ва нии — 45°. Най ди те вы со ту и бо ко вую сто ро ну тра пе ции.

621. Диа го наль па рал ле ло грам ма пер пен ди ку ляр на его сто ро не и рав на a.
Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли один из его уг лов ра вен 30°.

622. Сто ро на ром ба рав на a, а один из его уг лов — 60°. Най ди те диа го на ли
ром ба.

623. Се че ние тран шеи име ет фор му рав но бо кой тра пе ции (рис. 189). Най -
ди те угол, ко то рый об ра зу ют стен ки тран шеи с её дном.

624. Ши ри на на сы пи шос сей ной до ро ги в ниж ней её час ти рав на 80 м
(рис. 190), вы со та на сы пи — 5 м, а от ко сы на кло не ны к го ри зон ту под
уг лом 20°. Най ди те ши ри ну на сы пи в верх ней её час ти.

3 3
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625. Вы со та BD тре уголь ни ка ABC де лит сто ро ну AC на от рез ки AD
и CD так, что AD = 12 см, CD = 4 см. Най ди те сто ро ну BC, ес ли
∠A = 30°.

626. Вы со та AF де лит сто ро ну BC тре уголь ни ка ABC на от рез ки BF и CF.
Най ди те сто ро ну AC, ес ли см, ∠B = 60°, а сто ро на AB рав-
 на 18 см.

627. Из точ ки D, ле жа щей вне пря мой n, про ве де ны к этой пря мой на-
 клон ные DK и DB, об ра зую щие с ней уг лы 45° и 60° со от вет ст вен но.
Най ди те про ек цию на клон ной DK на пря мую n, ес ли см.

628. Из точ ки M, ле жа щей вне пря мой l, про ве де ны к этой пря мой на-
 клон ные MN и MK, об ра зую щие с ней уг лы 30° и 45° со от вет ст вен но.
Най ди те на клон ную MK, ес ли про ек ция на клон ной MN на пря мую l
рав на см.

629. Угол при вер ши не рав но бед рен но го тре уголь ни ка ра вен β, вы со та,
про ве дён ная к бо ко вой сто ро не, рав на h. Най ди те ос но ва ние тре-
 уголь ни ка.

630. Вы со та, про ве дён ная из вер ши ны пря мо го уг ла тре уголь ни ка, рав-
 на h, ост рый угол ра вен α. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка.

631. Один из ка те тов пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен a. Угол ме ж ду
вто рым ка те том и вы со той, про ве дён ной из вер ши ны пря мо го уг ла,
ра вен ϕ. Най ди те не из вест ные сто ро ны тре уголь ни ка и про ве дён ную
вы со ту.

632. БЏльшая диа го наль ром ба рав на d, а ост рый угол ра вен α. Най ди те
сто ро ну и мень шую диа го наль ром ба.

633. Угол ром ба ра вен α, ра ди ус впи сан ной ок руж но сти ра вен r. Най ди те
сто ро ну и диа го на ли ром ба.

634. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не
и об ра зу ет с ос но ва ни ем тра пе ции угол 30°. Най ди те вы со ту тра пе -
ции, ес ли ра ди ус ок руж но сти, опи сан ной око ло тра пе ции, ра вен R.

635. Од на из сто рон тре уголь ни ка рав на a, при ле жа щие к ней уг лы рав-
 ны 45° и 60°. Най ди те вы со ту тре уголь ни ка, про ве дён ную к дан ной
сто ро не.

636. Ос но ва ния тра пе ции рав ны 7 см и 15 см, а уг лы при боль шем ос но ва -
нии — 30° и 60°. Най ди те вы со ту и диа го на ли тра пе ции.

Уп раж не ния для по вто ре ния

637. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен 48 см. Бис сек три са ту по го уг ла де-
 лит его сто ро ну в от но ше нии 2 : 1, счи тая от вер ши ны ост ро го уг ла.
Мо жет ли мень шая сто ро на па рал ле ло грам ма быть рав ной 7 см?

DB = 10 3

CF = 13

4 3
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638. Че ты рёх уголь ник ABCD впи сан в ок руж ность, ∠BAC = 52°, ∠DBC =
= 34°, ∠ADB = 17°. Най ди те уг лы че ты рёх уголь ни ка.

639. Из вест но, что O — точ ка пе ре се че ния диа го на лей AC и BD тра пе -
ции ABCD (BC � AD). Най ди те от рез ки BO и OD, ес ли AO : OC =
= 7 : 6 и BD = 39 см.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

640. Раз режь те ромб на че ты ре че ты рёх уголь ни ка так, что бы ка ж дый из
них яв лял ся впи сан ным в ок руж ность и опи сан ным око ло ок руж -
нос ти.
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За да ние № 3 в тес то вой фор ме «Про верь те се бя»

1. Диа метр AB ок руж но сти с цен тром O пер пен ди ку ля рен хор де
CD (рис. 191). Ка кое из дан ных ра венств не вер но?
А) AC2 = AM · AB В) AD2 = MB · AB
Б) CM2 = AM · MB Г) DM2 = AM · MB

2. На ка ком ри сун ке дли на от рез ка x рав на 2a?

3. Из тео ре мы Пи фа го ра сле ду ет, что ги по те ну за
А) рав на сум ме ка те тов
Б) рав на сум ме квад ра тов ка те тов
В) боль ше ка те та
Г) рав на квад ра ту сум мы ка те тов

4. Дли на от рез ка x на ри сун ке 192 (раз ме ры да ны в сан ти мет рах)
рав на
А) 4 см Б) 3 см В) 5 см Г) 3 см

5. Бис сек три са рав но сто рон не го тре уголь ни ка со сто ро ной a рав на

А) Б) В) Г) 

6. Ра ди ус ок руж но сти, опи сан ной око ло квад ра та со сто ро ной a, равен

А) Б) В) Г) 2a

7. Вы со та рав но бед рен но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве -
дён ная к ги по те ну зе, рав на a. То гда его ка тет ра вен

А) Б) В) 2a Г) 

8. Пусть α и β — ост рые уг лы пря мо уголь но го не рав но бед рен но го
тре уголь ни ка. Ка кое из дан ных ра венств вер но?

a 2
2

a 2 a
2

a
2

a 2 a 2
2

a 2
2

a 2
3

a 3
3

a 3
2

2
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А) sin α · tg α = cos α В) sin α · tg β = sin β

Б) Г) cos α · tg β = sin β

9. Пусть α — ост рый угол пря мо уголь но го тре уголь ни ка. Ка кое из
дан ных ра венств не мо жет вы пол нять ся?

А) Б) В) Г) 

10. Дли на от рез ка x на ри сун ке 193 рав на

А) Б) В) Г) 

Итоги главы 3

Мет ри че ские со от но ше ния в пря мо уголь ном тре уголь ни ке
Квад рат вы со ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён -
ной к ги по те ну зе, ра вен про из ве де нию про ек ций ка те тов
на ги по те ну зу. Квад рат ка те та ра вен про из ве де нию ги по -
те ну зы и про ек ции это го ка те та на ги по те ну зу.

Тео ре ма Пи фа го ра
В пря мо уголь ном тре уголь ни ке квад рат ги по те ну зы ра вен
сум ме квад ра тов ка те тов.

2
2

a sin α a 2
2

tg α a 2
2

cos α a 2 tg α

sin α = 1
3

sin α = 2
4

sin α = 3
2

sin α = 2

3

sin
cos

tgα
α

β=
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Си нус ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
Си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на зы -
ва ют от но ше ние про ти во ле жа ще го ка те та к ги по те ну зе.

Ко си нус ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
Ко си ну сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на-
 зы ва ют от но ше ние при ле жа ще го ка те та к ги по те ну зе.

Тан генс ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
Тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка на зы -
ва ют от но ше ние про ти во ле жа ще го ка те та к прилежащему.

Ко тан генс ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
Ко тан ген сом ост ро го уг ла пря мо уголь но го тре уголь ни ка
на зы ва ют от но ше ние при ле жа ще го ка те та к про ти во ле жа -
ще му.

Три го но мет ри че ские фор му лы

tg α · ctg α = 1

sin2 α + cos2 α = 1 — основное тригонометрическое тождество

cos (90° − α) = sin α tg (90° − α) = ctg α
sin (90° − α) = cos α ctg (90° − α) = tg α

Со от но ш е ния ме ж ду сто ро на ми и зна че ния ми три го но мет ри че ских 
функ ций уг лов в пря мо уголь ном тре уголь ни ке

• Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен про из ве де нию
ги по те ну зы на си нус уг ла, про ти во ле жа ще го это му ка те ту.

• Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен про из ве де нию
ги по те ну зы на ко си нус уг ла, при ле жа ще го к это му ка тету.

• Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен про из ве де нию
вто ро го ка те та на тан генс уг ла, про ти во ле жа ще го пер во му
ка те ту.

• Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен про из ве де нию
вто ро го ка те та на ко тан генс уг ла, при ле жа ще го к пер во му
ка те ту.

• Ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на ча ст но му
от де ле ния ка те та на си нус про ти во ле жа ще го ему уг ла.

• Ги по те ну за пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на ча ст но му
от де ле ния ка те та на ко си нус при ле жа ще го к не му уг ла.

tg sin
cos

α α
α

= ctg cos
sin

α α
α

=
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Гла ва 4. Мно го уголь ни ки. Пло щадь мно го уголь ни ка

Изу чив ма те ри ал этой гла вы, вы уз нае те фор му лу, с по мо-
 щью ко то рой мож но най ти сум му уг лов вы пук ло го мно го уголь -
ни ка.

Вы рас ши ри те свои пред став ле ния о та кой зна ко мой вам
ве ли чи не, как пло щадь.

Вы нау чи тесь на хо дить пло ща ди па рал ле ло грам ма, тре-
 уголь ни ка, тра пе ции.

§ 19. Мно го уголь ни ки

Рас смот рим фи гу ру, ко то рая со сто ит из то чек A1, A2, A3, …, An и от-
 рез ков A1A2, A2A3, …, An − 1An, AnA1 та ких, что ни ка кие два со сед них от рез-
 ка не ле жат на од ной пря мой и ни ка кие два не со сед них от рез ка не име ют
об щих то чек (рис. 194).

Фи гу ра, об ра зо ван ная эти ми от рез ка ми, ог ра ни чи ва ет часть плос ко -
сти, вы де лен ную на ри сун ке 195 зе лё ным цве том. Эту часть плос ко сти вме-
 сте с от рез ка ми A1A2, A2A3, …, An − 1An, AnA1 на зы ва ют мно го уголь ни ком.
Точ ки A1, A2, A3, …, An на зы ва ют вер ши на ми мно го уголь ни ка, а ука зан ные
вы ше от рез ки — сто ро на ми мно го уголь ни ка.

Сто ро ны, яв ляю щие ся со сед ни ми от рез ка ми, на зы ва ют со сед ни ми
сто ро на ми мно го уголь ни ка. Вер ши ны, яв ляю щие ся кон ца ми од ной сто ро -
ны, на зы ва ют со сед ни ми вер ши на ми мно го уголь ни ка.

Две со сед ние сто ро ны мно го уголь ни ка об ра зу ют угол мно го уголь ни -
ка. На при мер, на ри сун ке 196 α, β, γ, δ яв ля ют ся уг ла ми мно го уголь ни ка,
а ϕ не яв ля ет ся уг лом это го мно го уголь ни ка.

Мно го уголь ник на зы ва ют по ко ли че ст ву его уг лов: тре уголь ник, че ты-
 рёх уголь ник, пя ти уголь ник и т. д.
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Мно го уголь ник обо зна ча ют по его вер ши нам. На при мер, на ри сун -
ке 197 изо бра жён пя ти уголь ник ABCDE. В обо зна че нии мно го уголь ни ка
бу к вы, стоя щие ря дом, со от вет ст ву ют со сед ним вер ши нам. На при мер, пя-
 ти уголь ник, изо бра жён ный на ри сун ке 197, мож но так же обо зна чить сле-
 дую щим об ра зом: CDEAB, EABCD и т. д.

Пе ри мет ром мно го уголь ни ка на зы ва ют сум му длин всех его сто рон.
От ре зок, со еди няю щий не со сед ние вер ши ны мно го уголь ни ка, на зы -

ва ют диа го на лью. На при мер, на ри сун ке 198 от ре зок AE — диа го наль шес -
ти уголь ни ка ABCDEF.

На ри сун ке 199 изо бра жён мно го уголь ник, все уг лы ко то ро го мень ше
раз вёр ну то го. Та кой мно го уголь ник на зы ва ют вы пук лым. Из ска зан но го
сле ду ет, что лю бой тре уголь ник яв ля ет ся вы пук лым мно го уголь ни ком. За -
ме тим, что мно го уголь ни ки, изо бра жён ные на ри сун ках 196–198, не яв ля -
ют ся вы пук лы ми.

Вы пук лый мно го уголь ник об ла да ет та ки ми свой ст ва ми:
1) вы пук лый мно го уголь ник рас по ло жен в од ной по лу плос ко сти

от но си тель но лю бой пря мой, со дер жа щей его сто ро ну (рис. 200);
2) вы пук лый мно го уголь ник, от лич ный от тре уголь ни ка, со дер -

жит лю бую свою диа го наль (рис. 201).
Ес ли мно го уголь ник не яв ля ет ся вы пук лым, то он та ки ми свой ст ва ми

не об ла да ет (см. рис. 198, 202).
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Тео ре ма 19.1
Сум ма уг лов вы пук ло го n-уголь ни ка рав на 180°(n – 2).

До ка за тель ст во
На ри сун ке 203 изо бра жён вы пук лый n-уголь ник

A1A2A3 … An − 1An. До ка жем, что сум ма всех его уг лов
рав на 180°(n − 2).

Про ве дём все его диа го на ли, вы хо дя щие из вер-
 ши ны A1. Диа го на ли раз би ва ют дан ный мно го уголь -
ник на (n − 2) тре уголь ни ка. Сум ма всех уг лов этих
тре уголь ни ков рав на сум ме уг лов n-уголь ни ка. Так как
сум ма уг лов ка ж до го тре уголь ни ка рав на 180°, то ис ко-
 мая сум ма рав на 180°(n − 2). 

От ме тим, что эта тео ре ма спра вед ли ва и для лю бо го мно го уголь ни ка,
не яв ля юще го ся вы пу клым.

Оп ре де ле ние
Ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло мно го уголь ни ка,
ес ли она про хо дит че рез все его вер ши ны.

На ри сун ке 204 изо бра же на ок руж ность, опи сан -
ная око ло мно го уголь ни ка. В этом слу чае так же го во -
рят, что мно го уголь ник впи сан в ок руж ность.

Центр ок руж но сти, опи сан ной око ло мно го -
уголь ни ка, точ ка O, рав но уда лён от всех его вер шин.
Сле до ва тель но, точ ка O при над ле жит се ре дин ным
пер пен ди ку ля рам всех сто рон мно го уголь ни ка, впи-
 сан но го в ок руж ность.

Око ло мно го уголь ни ка мож но опи сать ок руж ность, ес ли су ще ст ву ет
точ ка, рав но уда лён ная от всех его вер шин. Сле до ва тель но, ес ли се ре дин -
ные пер пен ди ку ля ры всех сто рон мно го уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной
точ ке, то око ло та ко го мно го уголь ни ка мож но опи сать ок руж ность.

Оп ре де ле ние
Ок руж ность на зы ва ют впи сан ной
в мно го уголь ник, ес ли она ка са ет ся
всех его сто рон.

На ри сун ке 205 изо бра же на ок руж но сть, впи сан -
ная в мно го уголь ник. В этом слу чае так же го во рят,
что мно го уголь ник опи сан око ло ок руж нос ти.

139

Рис. 203

 

A1

A2 A3

An–1
An

Рис. 204

O

Рис. 205

O



Центр ок руж но сти, впи сан ной в мно го уголь ник, точ ка O, рав но уда -
лён от всех его сто рон. Сле до ва тель но, точ ка O при над ле жит бис сек три -
сам всех уг лов мно го уголь ни ка, опи сан но го око ло ок руж но сти.

В вы пук лый мно го уголь ник мож но впи сать ок руж ность, ес ли су ще ст -
ву ет точ ка, рав но уда лён ная от всех его сто рон. Сле до ва тель но, ес ли бис сек-
 три сы всех уг лов вы пук ло го мно го уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной точ ке,
то в та кой мно го уголь ник мож но впи сать ок руж но сть.

1. Объ яс ни те, ка кую фи гу ру на зы ва ют мно го уголь ни ком.
2. Что на зы ва ют пе ри мет ром мно го уголь ни ка?
3. Что на зы ва ют диа го на лью мно го уголь ни ка?
4. Ка кой мно го уголь ник на зы ва ют вы пук лым?
5. Как рас по ло жен вы пук лый мно го уголь ник от но си тель но лю бой пря-

 мой, со дер жа щей его сто ро ну?
6. Че му рав на сум ма уг лов вы пук ло го n-уголь ни ка?
7. Ка кую ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло мно го уголь ни ка?
8. Ка кая точ ка яв ля ет ся цент ром ок руж нос ти, опи сан ной око ло мно го -

уголь ни ка?
9. Ка кую ок руж но сть на зы ва ют впи сан ной в мно го уголь ник?

10. Ка кая точ ка яв ля ет ся цен тром ок руж но сти, впи сан ной в мно го -
уголь ник?

Прак ти че ские за да ния

641. На чер ти те и обо значь те про из воль ный вы пук лый се ми уголь ник, на-
 зо ви те все его вер ши ны и сто ро ны. Про ве ди те из од ной вер ши ны все
диа го на ли, на зо ви те их. На сколь ко тре уголь ни ков диа го на ли раз би -
ли се ми уголь ник?

642. На чер ти те шес ти уголь ник, ка ж дый угол ко то ро го ра вен 120°, а ка ж -
дая сто ро на — 4 см. Опи ши те око ло это го шес ти уголь ни ка ок руж -
ность и впи ши те в не го ок руж ность.

643. На чер ти те пя ти уголь ник, ка ж дый угол ко то ро го ра вен 108°, а ка ж дая
сто ро на — 3 см. Опи ши те око ло это го пя ти уголь ни ка ок руж ность
и впи ши те в не го ок руж ность.

644. На чер ти те ок руж ность про из воль но го ра диу са, раз де ли те её на 8 рав -
ных дуг. Ис поль зуя точ ки де ле ния, по строй те вось ми уголь ник, впи-
 сан ный в ок руж ность.

645. На чер ти те ок руж ность про из воль но го ра диу са, раз де ли те её на
12 рав ных дуг. Ис поль зуя точ ки де ле ния, по строй те две на дца ти уголь -
ник, впи сан ный в ок руж ность.

?
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Уп раж не ния

646. Най ди те сто ро ны пя ти уголь ни ка ABCDE, ес ли BC на 1 см боль ше
AB, CD на 2 см боль ше AB, DE на 3 см боль ше AB, AE на 4 см боль-
 ше AB, а пе ри метр пя ти уголь ни ка ра вен 100 см.

647. Най ди те сум му уг лов вы пук ло го: 1) пя ти уголь ни ка; 2) вось ми уголь ни -
ка; 3) два дца ти че ты рёх уголь ни ка.

648. Най ди те сум му уг лов вы пук ло го: 1) де вя ти уголь ни ка; 2) ше ст на дца ти -
уголь ни ка.

649. Су ще ст ву ет ли вы пук лый мно го уголь ник, сум ма уг лов ко то ро го рав на:
1) 1800°; 2) 720°; 3) 1600°?

650. Су ще ст ву ет ли мно го уголь ник, ка ж дый угол ко то ро го ра вен: 1) 150°;
2) 100°?

651. На пла не зе мель но го уча ст ка, имею ще го
фор му пя ти уголь ни ка (рис. 206), ука за ли
та кие ве ли чи ны уг лов: ∠A = 116°, ∠B = 98°,
∠C = 124°, ∠D = 102°, ∠E = 130°. Вер но ли
бы ли вы пол не ны из ме ре ния?

652. Най ди те уг лы вы пук ло го шес ти уголь ни ка,
ес ли они от но сят ся как 3 : 3 : 4 : 4 : 5 : 5.

653. Най ди те уг лы вы пук ло го се ми уголь ни ка,
ес ли они от но сят ся как 6 : 7 : 8 : 9 : 9 : 10 : 11.

654. Сколь ко диа го на лей мож но про вес ти: 1) в де вя ти уголь ни ке; 2) в два-
 дца ти уголь ни ке; 3) в n-уголь ни ке?

655. В вы пук лом мно го уголь ни ке 54 диа го на ли. Най ди те ко ли че ст во его
сто рон и сум му уг лов.

656. До ка жи те, что ес ли все сто ро ны мно го уголь ни ка, впи сан но го в ок -
руж ность, рав ны, то и все его уг лы так же рав ны.

657. До ка жи те, что ес ли все уг лы мно го уголь ни ка, опи сан но го око ло ок -
руж но сти, рав ны, то и все его сто ро ны так же рав ны.

658. Все сто ро ны вы пук ло го пя ти уголь ни ка рав ны, а уг лы, при ле жа щие
к од ной из сто рон, — пря мые. Най ди те ос таль ные уг лы пя ти уголь -
ника.

659. Три уг ла вы пук ло го мно го уголь ни ка рав ны по 100°, а ос таль ные —
по 120°. Оп ре де ли те вид мно го уголь ни ка.

660. До ка жи те, что ес ли уг лы вы пук ло го шес ти уголь ни ка рав ны, то его
сто ро ны об ра зу ют три па ры па рал лель ных сто рон.
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661. До ка жи те, что ес ли уг лы вы пук ло го пя ти уголь ни ка рав ны, то он не
име ет па рал лель ных сто рон.

Уп раж не ния для по вто ре ния

662. В рав но бо кой тра пе ции диа го наль яв ля ет ся бис сек три сой ту по го уг ла
и де лит сред нюю ли нию тра пе ции на от рез ки дли ной 7 см и 11 см.
Най ди те пе ри метр тра пе ции.

663. Ме диа на и вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ные к ги-
 по те ну зе, рав ны со от вет ст вен но 13 см и 12 см. Най ди те пе ри метр
дан но го тре уголь ни ка.

664. Бис сек три са уг ла A тре уголь ни ка ABC (∠C = 90°) де лит ка тет BC на
от рез ки дли ной 6 см и 10 см. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, ко то рая
про хо дит че рез точ ку A, точ ку C и точ ку пе ре се че ния дан ной бис сек-
 три сы с ка те том BC.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

665. На ок руж но сти, ра ди ус ко то рой ра вен 1, от ме ти ли 1000 то чек. До ка -
жи те, что най дёт ся точ ка, при над ле жа щая дан ной ок руж но сти, сум ма
рас стоя ний от ко то рой до от ме чен ных то чек боль ше 1000.

§ 20. По ня тие пло ща ди мно го уголь ни ка. 
Пло щадь пря мо уголь ни ка

С та кой ве ли чи ной, как пло щадь, вы час то встре чае тесь в по все днев -
ной жиз ни: пло щадь квар ти ры, дач но го уча ст ка, по ля и т. п.

Опыт под ска зы ва ет вам, что рав ные зе мель ные уча ст ки име ют рав-
 ные пло ща ди, что пло щадь квар ти ры рав на сум ме пло ща дей всех её по ме -
ще ний (ком нат, кух ни, ко ри до ра и т. д.).

Вы знае те, что пло ща ди зе мель ных уча ст ков из ме ря ют в со тках
(арах) и гек та рах; пло ща ди ре гио нов и го су дарств — в квад рат ных ки ло мет -
рах; пло щадь квар ти ры — в квад рат ных мет рах.

На прак ти че ских зна ни ях о пло ща ди ос но вы ва ет ся оп ре де ле ние пло-
 ща ди мно го уголь ни ка.

Оп ре де ле ние
Пло ща дью мно го уголь ни ка на зы ва ют по ло жи тель ную ве-
 ли чи ну, ко то рая об ла да ет сле дую щи ми свой ст ва ми:
1) рав ные мно го уголь ни ки име ют рав ные пло ща ди;
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2) ес ли мно го уголь ник со став лен из не сколь ких мно го -
уголь ни ков, то его пло щадь рав на сум ме пло ща дей этих
мно го уголь ни ков;
3) за еди ни цу из ме ре ния пло ща ди при ни ма ют еди нич ный
квад рат, т. е. квад ра т со сто ро ной, рав ной еди ни це из ме -
ре ния дли ны.

Из ме рить пло щадь мно го уголь ни ка — это зна чит срав нить его пло-
 щадь с пло ща дью еди нич но го квад ра та. В ре зуль та те по лу ча ют чи сло вое
зна че ние пло ща ди дан но го мно го уголь ни ка.
Это чис ло по ка зы ва ет, во сколь ко раз пло щадь
дан но го мно го уголь ни ка от ли ча ет ся от пло ща -
ди еди нич но го квад ра та.

На при мер, ес ли клет ку при нять за еди нич-
 ный квад рат, то пло щадь мно го уголь ни ка, изо б-
ра жён но го на ри сун ке 207, бу дет рав на 11 квад -
рат ным еди ни цам (крат ко за пи сы ва ют: 11 ед.2).

Обыч но для на хо ж де ния пло ща ди ис-
 поль зу ют фор му лы, т. е. вы чис ля ют пло щадь
мно го уголь ни ка по оп ре де лён ным его эле мен -
там (сто ро нам, диа го на лям, вы со там и т. д.). Не ко то рые из них вы уже
знае те. На при мер, фор му лу S = ab, где S — пло щадь пря мо уголь ни ка,
a и b — дли ны его со сед них сто рон, вы при ме ня ли не од но крат но. Для до-
 ка за тель ст ва этой фор му лы по на до бит ся сле дую щая лем ма.

Лем ма
Пло щадь квад ра та со сто ро ной ед. (n — нату раль ное

чис ло) рав на ед.2.

До ка за тель ст во
Рас смот рим еди нич ный квад рат и раз де-

лим его на n2 рав ных квад ра тов со сто ро ной 
(рис. 208).

Из оп ре де ле ния пло ща ди мно го уголь ни ка
(свой ст во 1) сле ду ет, что все эти квад ра ты име -
ют рав ные пло ща ди. По свой ст ву 2 сум ма пло ща-
 дей этих квад ра тов рав на пло ща ди еди нич но го
квад ра та, т. е. рав на 1 ед.2. По это му пло щадь ка-

ж до го ма лень ко го квад ра та рав на ед.2. 1
2n

1
n

1
2n

1
n
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Тео ре ма 20.1
Пло щадь пря мо уголь ни ка рав на про из ве де нию длин его
со сед них сто рон.

На ри сун ке 209 изо бра жён пря мо -
уголь ник ABCD, дли ны со сед них сто рон ко-
 то ро го рав ны a и b: AB = a, BC = b. До ка -
жем, что пло щадь S пря мо уголь ни ка вы чис -
ля ет ся по фор му ле S = ab для слу чая, ког да
a и b — ра цио наль ные чис ла. Чис ла a и b
мож но пред ста вить в ви де обык но вен ных
дро бей с оди на ко вы ми зна ме на те ля ми:

, , где p, q, n — на ту раль -

ные чис ла.
Раз де лим сто ро ну AB на p рав ных час тей, а сто ро ну BC — на q рав ных

час тей. Че рез точ ки де ле ния про ве дём пря мые, па рал лель ные сто ро нам
пря мо уголь ни ка. То гда пря мо уголь ник бу дет раз де лён на pq рав ных квад ра-

тов со сто ро ной .

Со глас но лем ме пло щадь ка ж до го квад ра та рав на . Из оп ре де ле ния 

пло ща ди (свой ст во 2) сле ду ет, что пло щадь пря мо уголь ни ка рав на сум ме 

пло ща дей всех квад ра тов, т. е. .

Рас смот ре ние слу чая, ког да хо тя бы од но из чи сел а или b яв ля ет ся
ир ра цио наль ным, вы хо дит за рам ки рас смат ри ва емо го кур са.

Оп ре де ле ние
Мно го уголь ни ки, имею щие рав ные пло ща ди, на зы ва ют
рав но ве ли ки ми.

Из оп ре де ле ния пло ща ди (свой ст во 1)
сле ду ет, что все рав ные фи гу ры рав но ве ли -
ки. Од на ко не все фи гу ры, имею щие рав-
 ные пло ща ди, яв ля ют ся рав ны ми. На при -
мер, на ри сун ке 210 изо бра же ны два мно го-
 уголь ни ка, ка ж дый из ко то рых со став лен
из се ми еди нич ных квад ра тов. Эти мно го -
уголь ни ки рав но ве ли ки, но не рав ны.
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1. Что на зы ва ют пло ща дью мно го уголь ни ка?
2. Что зна чит из ме рить пло щадь мно го уголь ни ка?
3. Что по ка зы ва ет чи сло вое зна че ние пло ща ди?

4. Че му рав на пло щадь квад ра та со сто ро ной ед., где n — на ту-
 раль ное чис ло?

5. Че му рав на пло щадь пря мо уголь ни ка?
6. Ка кие мно го уголь ни ки на зы ва ют рав но ве ли ки ми?
7. Мож но ли ут вер ждать, что ес ли две фи гу ры рав ны, то они рав но ве -

ли ки?
8. Мож но ли ут вер ждать, что ес ли две фи гу ры рав но ве ли ки, то они

рав ны?

Уп раж не ния

666. Най ди те сто ро ны пря мо уголь ни ка, ес ли од на из них на 5 см боль ше
дру гой, а пло щадь пря мо уголь ни ка рав на 36 см2.

667. Пло щадь пря мо уголь ни ка рав на 270 см2, а его сто ро ны от но сят ся как
5 : 6. Че му рав ны сто ро ны пря мо уголь ни ка?

668. Ка кие из пря мо уголь ни ков, изо бра жён ных на ри сун ке 211, рав но ве -
ли ки?

669. Квад рат со сто ро ной 12 см и пря мо уголь ник, од на из сто рон ко то ро -
го рав на 8 см, рав но ве ли ки. Най ди те пе ри метр дан но го пря мо уголь -
ни ка.

670. Най ди те пе ри метр квад ра та, рав но ве ли ко го пря мо уголь ни ку со сто-
 ро на ми 2 см и 32 см.

?

1
n

145

Рис. 211

а

б

в

г

д

е



671. Дос та точ но ли 5 т го ро ха, что бы за се ять им по ле, имею щее фор му
пря мо уголь ни ка со сто ро на ми 500 м и 400 м, ес ли на 1 га нуж но вы се-
 ять 260 кг го ро ха?

672. Дли на сте ны рав на 6 м, а вы со та — 3 м. Хва тит ли пя ти ящи ков 
ка фе ля, что бы об ли це вать им эту сте ну, ес ли од на плит ка име ет
фор му квад ра та со сто ро ной 15 см, а в один ящик по ме ща ет ся
160 пли ток?

673. Рас ход эма ле вой крас ки на од но слой ное по кры тие со став ля ет 180 г
на 1 м2. Хва тит ли 3 кг эма ли, что бы по кра сить сте ну дли ной 6 м и вы-
 со той 3 м?

674. Дав ле ние не ко то ро го га за в со су де со став ля ет 0,0015 Н/м2. С ка кой
си лой да вит этот газ на стен ку со су да пря мо уголь ной фор мы раз ме -
ром 35 � 24 см?

675. Пре дел проч но сти ста ли не ко то рой мар ки ра вен 60 Н/мм2. При ка-
 кой на груз ке ра зо рвёт ся стер жень, по пе реч ное се че ние ко то ро го яв-
 ля ет ся пря мо уголь ни ком со сто ро на ми 20 мм и 10 мм?

676. Диа го наль пря мо уголь ни ка рав на d и об ра зу ет с од ной из сто рон
угол α. Най ди те пло щадь пря мо уголь ни ка.

677. Сто ро на пря мо уголь ни ка рав на 15 см и об ра зу ет с диа го на лью
угол 30°. Най ди те пло щадь пря мо уголь ни ка.

678. Най ди те от но ше ние пло ща дей двух квад ра тов, сто ро ны ко то рых от-
 но сят ся как: 1) 3 : 4; 2) .

679. Как от но сят ся сто ро ны двух квад ра тов, ес ли их пло ща ди от но сят ся
как: 1) 25 : 36; 2) 3 : 49?

680. Од на из сто рон пря мо уголь ни ка рав на 28 см. Как из ме нит ся пло щадь
пря мо уголь ни ка, ес ли со сед нюю его сто ро ну умень шить на 5 см?

681. Как из ме нит ся пло щадь пря мо уголь ни ка, ес ли:
1) две его про ти во ле жа щие сто ро ны уве ли чить в 3 раза;
2) все его сто ро ны уве ли чить в 3 раза;
3) две его про ти во ле жа щие сто ро ны уве ли чить в 6 раз, а две дру гие —
умень шить в 3 раза?

682. Как из ме нит ся пло щадь пря мо уголь ни ка, ес ли:
1) две его про ти во ле жа щие сто ро ны умень шить в 4 раза, а две дру-
 гие — в 2 раза;
2) две его про ти во ле жа щие сто ро ны уве ли чить в 4 раза, а две дру-
 гие — умень шить в 4 раза?

683. На про дол же нии сто ро ны AD за точ ку D па рал ле ло грам ма ABCD от-
 ме че на точ ка M так, что AD = MD. До ка жи те, что па рал ле ло грамм
ABCD и тре уголь ник ABM рав но ве ли ки.

2 5:
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684. Пло щадь квад ра та ABCD рав на 10 см2 (рис. 212). Че му рав на пло щадь
пря мо уголь ни ка BMKD?

685. До ка жи те, что ес ли точ ка E — се ре ди на от рез ка AK (рис. 213), то тре-
 уголь ник AKD и пря мо уголь ник ABCD рав но ве ли ки.

686. Во сколь ко раз пло щадь квад ра та, опи сан но го око ло ок руж нос ти,
боль ше пло ща ди квад ра та, впи сан но го в эту ок руж ность?

687. Пло щадь пря мо уголь но го лис та бу ма ги, дли ны сто рон ко то ро го вы ра-
 жа ют ся це лы ми чис ла ми сан ти мет ров, рав на 12 см2. Сколь ко квад ра -
тов пло ща дью 4 см2 мож но вы ре зать из это го лис та?

688. Пло щадь пря мо уголь но го лис та бу ма ги, дли ны сто рон ко то ро го вы ра-
 жа ют ся це лы ми чис ла ми сан ти мет ров, рав на 18 см2. Сколь ко квад ра -
тов со сто ро ной 3 см мож но вы ре зать из это го лис та?

689. Бис сек три са уг ла пря мо уголь ни ка де лит его диа го наль в от но ше -
нии 2 : 7. Най ди те пло щадь пря мо уголь ни ка, ес ли его пе ри метр ра вен
108 см.

690. Бис сек три са уг ла пря мо уголь ни ка де лит его диа го наль в от но ше нии
1 : 4. Най ди те пе ри метр пря мо уголь ни ка, ес ли его пло щадь рав на 36 см2.

691. По строй те квад рат, пло щадь ко то ро го рав на сум ме пло ща дей двух
дан ных квад ра тов.

692. Сто ро ны пря мо уголь ни ка рав ны a и b. По строй те квад рат, пло щадь
ко то ро го рав на пло ща ди дан но го пря мо уголь ни ка.

Уп раж не ния для по вто ре ния

693. Се ре дин ный пер пен ди ку ляр диа го на ли BD па рал ле ло грам ма ABCD
пе ре се ка ет сто ро ны AB и CD. Про дол же ния сто рон AD и BC он пе-
 ре се ка ет в точ ках M и K со от вет ст вен но. Оп ре де ли те вид че ты рёх -
уголь ни ка MBKD.
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694. Про дол же ния бо ко вых сто рон AB и CD тра пе ции ABCD пе ре се ка -
ют ся в точ ке M. Най ди те AM, ес ли AB = 6 см и BC : AD = 3 : 4.

695. Най ди те рас стоя ние от точ ки пе ре се че ния диа го на лей ром ба до его
сто ро ны, ес ли ост рый угол ром ба ра вен 30°, а сто ро на — 8 см.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

696. Ка ж дый из двух по доб ных тре уголь ни ков раз ре за ли на два тре уголь -
ни ка так, что од на из по лу чив ших ся час тей од но го тре уголь ни ка по-
 доб на од ной из час тей дру го го тре уголь ни ка. Вер но ли, что ос тав -
шие ся час ти так же по доб ны?

§ 21. Пло щадь па рал ле ло грам ма

Тео ре ма 21.1
Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на про из ве де нию его сто-
 ро ны и вы со ты, про ве дён ной к этой сто ро не.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 214 изо бра же ны па рал -

ле ло грамм ABCD, пло щадь ко то ро го рав-
 на S, и его вы со та BM. До ка жем, что
S = BC · BM.

Про ве дём вы со ту CN. Лег ко до ка -
зать (сде лай те это са мо стоя тель но), что
че ты рёх уголь ник MBCN — пря мо уголь -
ник. По ка жем, что он рав но ве лик дан но му
па раллелограмму.

Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на сум ме пло ща дей тре уголь ни ка ABM
и тра пе ции MBCD. Пло щадь пря мо уголь ни ка рав на сум ме пло ща дей тра пе-
 ции MBCD и тре уголь ни ка DCN. Од на ко пря мо уголь ные тре уголь ни -
ки ABM и DCN рав ны по ги по те ну зе и ост ро му уг лу (от рез ки AB и CD
рав ны как про ти во ле жа щие сто ро ны па рал ле ло грам ма, уг лы 1 и 2 рав ны
как со от вет ст вен ные при па рал лель ных пря мых AB и DC и се ку щей AD).
Зна чит, эти тре уголь ни ки рав но ве ли ки. От сю да сле ду ет, что па рал ле ло -
грамм ABCD и пря мо уголь ник MBCN рав но ве ли ки.

По тео ре ме 20.1 пло щадь пря мо уголь ни ка рав на про из ве де нию длин
сто рон BM и BC. То гда S = BC · BM, где S — пло щадь па рал ле ло грам -
ма ABCD.
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Для за вер ше ния до ка за тель ст ва на до рас смот реть слу чаи, ко гда ос но -
ва ние M вы со ты BM не бу дет при над ле жать сто ро не AD (рис. 215) или
сов па дёт с вер ши ной D (рис. 216). И в этих слу ча ях па рал ле ло грамм ABCD
и пря мо уголь ник MBCN рав но ве ли ки. До ка жи те этот факт са мо стоя -
тель но. 

Ес ли обо зна чить дли ны сто ро ны па рал ле ло грам ма и про ве дён ной
к ней вы со ты со от вет ствен но бук ва ми a и h, то пло щадь S па рал ле ло грам -
ма вы чис ля ют по фор му ле 

1. Че му рав на пло щадь па рал ле ло грам ма?
2. По ка кой фор му ле вы чис ля ют пло щадь па рал ле ло грам ма?

Уп раж не ния

697. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма, сто ро на ко то ро го рав на 14 см,
а про ве дён ная к ней вы со та — 6 см.

698. Вы чис ли те пло щадь па рал ле ло грам ма, изо бра жён но го на ри сун ке 217
(раз ме ры да ны в сан ти мет рах).

?
S = ah
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699. Ка кие из па рал ле ло грам мов, изо бра жён ных на ри сун ке 218, рав но ве -
ли ки?

700. Пло щадь па рал ле ло грам ма ABCD (рис. 219) рав на S. Че му рав на пло-
 щадь за кра шен ной фи гу ры?

701. Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на 17 см2, а од на из его сто рон — 3,4 см.
Най ди те вы со ту па рал ле ло грам ма, про ве дён ную к этой сто ро не.
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702. Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на 40 см2, а вы со ты рав ны 5 см и 4 см.
Най ди те сто ро ны это го па рал ле ло грам ма.

703. За пол ни те таб ли цу, где a — дли на сто ро ны па рал ле ло грам ма, h — дли-
 на вы со ты, про ве дён ной к этой сто ро не, S — пло щадь па раллелограмма.

704. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 10 см и 15 см, а од на из вы сот рав-
 на: 1) 6 см; 2) 12 см. Най ди те вто рую вы со ту па рал ле ло грам ма. Сколь -
ко ре ше ний в ка ж дом слу чае име ет за да ча?

705. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма, сто ро ны ко то ро го рав ны 15 см
и 25 см, а од на из диа го на лей пер пен ди ку ляр на мень шей сто ро не.

706. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма, диа го на ли ко то ро го рав ны 26 см
и 24 см, а од на из них пер пен ди ку ляр на сто ро не па рал ле ло грам ма.

707. Диа го наль па рал ле ло грам ма, рав ная 18 см, пер пен ди ку ляр на од ной
из его сто рон и об ра зу ет угол 30° со вто рой сто ро ной. Най ди те пло-
 щадь па рал ле ло грам ма.

708. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны a и b, его ост рый угол ра вен α.
Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма.

709. Угол ме ж ду вы со та ми па рал ле ло грам ма, про ве дён ны ми из вер ши ны
ту по го уг ла, ра вен 60°. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма, ес ли его
вы со ты рав ны 8 см и 12 см.

710. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 14 см и 20 см, а угол ме ж ду его вы-
 со та ми, про ве дён ны ми из вер ши ны ту по го уг ла, — 45°. Най ди те пло-
 щадь па рал ле ло грам ма.

711. Най ди те пло щадь ром ба, ес ли его вы со та рав на 6 см, а диа го наль —
10 см.

712. Мень шая диа го наль ром ба рав на a, а один из уг лов — 60°. Най ди те
пло щадь ром ба.

713. До ка жи те, что вы со ты па рал ле ло грам ма об рат но про пор цио наль ны
сто ро нам, к ко то рым они про ве де ны.

714. Сто ро ны па рал ле ло грам ма рав ны 9 см и 12 см, а сум ма двух его не рав-
 ных вы сот рав на 14 см. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма.

715. Раз ность двух сто рон па рал ле ло грам ма рав на 12 см, а про ве дён ные
к ним вы со ты рав ны 15 см и 10 см. Най ди те пло щадь па рал ле ло -
грамма.
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716. До ка жи те, что из всех па рал ле ло грам мов со сто ро на ми, рав ны ми a
и b, наи боль шую пло щадь име ет пря мо уголь ник.

Уп раж не ния для по вто ре ния

717. В тре уголь ни ке ABC из вест но, что ∠C = 90°, AC = 7 см, BC = 24 см,
AM — бис сек три са. Най ди те си нус, ко си нус, тан генс и ко тан генс ка ж-
 до го из уг лов BAC и AMC.

718. В рав но бед рен ном тре уголь ни ке ABC с ос но ва ни ем AC ме диа ны AM
и CK пе ре се ка ют ся в точ ке O. До ка жи те, что тре уголь ник AOC —
рав но бед рен ный, и най ди те его бо ко вые сто ро ны, ес ли AM = 21 см.

719. На ме диа не AM тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка D так, что
AD : DM = 1 : 3. Че рез точ ку D про ве де на пря мая, па рал лель ная сто-
 ро не AC. В ка ком от но ше нии эта пря мая де лит сто ро ну BC, счи тая от
вер ши ны C?

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

720. До ка жи те, что в вы пук лом де вя ти уголь ни ке най дут ся две диа го на ли,
угол ме ж ду ко то ры ми мень ше 7°.

§ 22. Пло щадь тре уголь ни ка

Тео ре ма 22.1
Пло щадь тре уголь ни ка рав на по ло ви не про из ве де ния
его сто ро ны и про ве дён ной к ней вы со ты.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 220 изо бра же ны тре уголь ник ABC, пло щадь ко то ро го рав-

 на S, и его вы со та BM. До ка жем, что .

Че рез вер ши ны B и C тре уголь ни ка
про ве дём пря мые, па рал лель ные сто ро нам AC
и AB со от вет ст вен но (рис. 220). Пусть эти
пря мые пе ре се ка ют ся в точ ке N. Че ты рёх -
уголь ник ABNC — па рал ле ло грамм по оп ре де -
ле нию. Тре уголь ни ки ABC и NCB рав ны (до -
ка жи те это са мо стоя тель но). Сле до ва тель но,
рав ны и их пло ща ди. То гда пло щадь тре-

S AC BM= ⋅1
2
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 уголь ни ка ABC рав на по ло ви не пло ща ди па рал ле ло грам ма ABNC. Вы со -
та BM тре уголь ни ка ABC яв ля ет ся так же вы со той па рал ле ло грам -

ма ABNC. От сю да . 

Ес ли вос поль зо вать ся обо зна че ния ми для длин вы сот и сто рон тре-
 уголь ни ка ABC, то со глас но до ка зан ной тео ре ме име ем:

где S — пло щадь тре уголь ни ка.

След ст вие
Пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на по ло ви не
про из ве де ния его ка те тов.

До ка жи те эту тео ре му са мо стоя тель но.

За да ча. До ка жи те, что пло щадь ром ба рав на по ло ви не про из ве де ния
его диа го на лей.

Ре ше ние. На ри сун ке 221 изо бра жён ромб ABCD,
пло щадь ко то ро го рав на S. Его диа го на ли АС и ВD

пе ре се ка ют ся в точ ке O. До ка жем, что .

По сколь ку диа го на ли ром ба пер пен ди ку ляр ны,
то от рез ки АО и СО яв ля ют ся вы со та ми тре уголь ни -
ков BAD и BCD со от вет ст вен но. Мож но за пи сать: 

. 

1. Как най ти пло щадь тре уголь ни ка, ес ли из вест ны его сто ро на и вы со-
 та, про ве дён ная к ней?

2. Как най ти пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли из вест ны
его ка те ты?

Уп раж не ния

721. Сто ро на тре уголь ни ка рав на 12 см, а вы со та, про ве дён ная к ней, —
2,5 см. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка.

S AC BM= ⋅1
2

?
CO BD AC+ ) = ⋅1

2

S S S BD AO BD CO BD AOBAD BCD= + = ⋅ + ⋅ = +(1
2

1
2

1
2

S AC BD= ⋅1
2

S ah bh cha b c= = =1
2

1
2

1
2

,
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722. Най ди те пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ка те ты ко то ро го
рав ны 10 см и 18 см.

723. Ка кие из тре уголь ни ков, изо бра жён ных на ри сун ке 222, рав новелики?

724. Вы чис ли те пло щадь тре уголь ни ка, изо бра жён но го на ри сун ке 223, 
ес ли дли на сто ро ны клет ки рав на еди ни це дли ны.

725. Пло щадь тре уголь ни ка рав на 48 см2. Най ди те сто ро ну тре уголь ни ка,
ес ли вы со та, про ве дён ная к этой сто ро не, рав на 8 см.

726. Из вест но, что две сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 24 см и 9 см, а вы со -
та, про ве дён ная к боль шей из из вест ных сто рон, — 6 см. Най ди те вы-
 со ту тре уголь ни ка, про ве дён ную к мень шей из из вест ных сто рон.
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727. За пол ни те таб ли цу, где a — дли на сто ро ны тре уголь ни ка, h — дли на
вы со ты, про ве дён ной к ней, S — пло щадь тре уголь ни ка.

728. Най ди те пло щадь рав но бед рен но го тре уголь ни ка, ос но ва ние ко то ро -
го рав но 24 см, а бо ко вая сто ро на — 13 см.

729. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на 61 см, а вы-
 со та, про ве дён ная к ос но ва нию, — 60 см. Най ди те пло щадь тре уголь-
 ни ка.

730. Один из ка те тов пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен 12 см, а ме диа -
на, про ве дён ная к ги по те ну зе, — 18,5 см. Най ди те пло щадь тре уголь -
ни ка.

731. Най ди те пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли вы со та, про ве -
дён ная к ги по те ну зе, де лит её на от рез ки дли ной 3 см и 27 см.

732. Вы со та пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ги по те ну зе,
рав на 8 см, а про ек ция од но го из ка те тов на ги по те ну зу — 6 см. Най -
ди те пло щадь тре уголь ни ка.

733. Вы со та BD тре уголь ни ка ABC де лит его сто ро ну AC на от рез ки AD
и CD. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка ABC, ес ли см,
∠A = 30°, CD = 5 см.

734. Вы со та AM тре уголь ни ка ABC де лит его сто ро ну BC на от рез ки BM
и MC. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка ABC, ес ли см,
AC = 26 см, ∠B = 45°.

735. Най ди те пло щадь рав но бед рен но го тре уголь ни ка, бо ко вая сто ро на
ко то ро го рав на b, а угол при ос но ва нии ра вен α.

736. Вы со та рав но бед рен но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ос но ва нию,
рав на h, а угол при вер ши не ра вен β. Най ди те пло щадь тре угольника.

737. Най ди те пло щадь рав но сто рон не го тре уголь ни ка, сто ро на ко то ро го
рав на a.

738. Най ди те пло щадь рав но бед рен но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка,
ги по те ну за ко то ро го рав на c.

739. Най ди те вы со ту пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ную к ги по -
те ну зе, ес ли его ка те ты рав ны 10 см и 24 см.

740. Точ ка ка са ния ок руж но сти, впи сан ной в пря мо уголь ный тре уголь -
ник, де лит его ги по те ну зу на от рез ки дли ной 8 см и 12 см. Най ди те
пло щадь тре уголь ни ка.

AB = 10 2

BC = 37
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741. Най ди те пло щадь рав но бед рен но го тре уголь ни ка, ес ли его пе ри метр
ра вен 54 см, а вы со та, про ве дён ная к ос но ва нию, — 9 см.

742. Ос но ва ние рав но бед рен но го тре уголь ни ка от но сит ся к его вы со те,
опу щен ной на ос но ва ние, как 8 : 3, бо ко вая сто ро на тре уголь ни ка рав-
 на 40 см. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка.

743. До ка жи те, что пло щадь вы пук ло го че ты рёх уголь ни ка, диа го на ли ко-
 то ро го пер пен ди ку ляр ны, рав на по ло ви не их про из ве де ния.

744. Пло щадь ром ба рав на 120 см2, а его диа го на ли от но сят ся как 5 : 12.
Най ди те пе ри метр ром ба.

745. Най ди те пло щадь ром ба, сто ро на ко то ро го рав на 25 см, а сум ма диа-
 го на лей — 62 см.

746. Най ди те пло щадь ром ба, сто ро на ко то ро го рав на 39 см, а раз ность
диа го на лей — 42 см.

747. Да ны пря мая l и па рал лель ный ей от ре зок AB. До ка жи те, что все тре-
 уголь ни ки AXB, где X — про из воль ная точ ка пря мой l, рав новелики.

748. До ка жи те, что ес ли вы со та од но го тре уголь ни ка рав на вы со те дру го -
го тре уголь ни ка, то пло ща ди дан ных тре уголь ни ков от но сят ся как их
сто ро ны, к ко то рым про ве де ны эти вы со ты.

749. До ка жи те, что ме диа на тре уголь ни ка раз би ва ет его на два рав но ве -
ли ких тре уголь ни ка.

750. На сто ро не AC тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка M так, что 

. До ка жи те, что .

751. В тре уголь ни ке про ве де ны три ме диа ны. До ка жи те, что они раз би ва -
ют тре уголь ник на шесть рав но ве ли ких тре уголь ни ков.

752. Че рез вер ши ну B тре уголь ни ка ABC про ве ди те две пря мые так, что бы
они раз би ли дан ный тре уголь ник на три рав но ве ли ких тре угольника.

753. Че рез вер ши ну па рал ле ло грам ма про ве ди те пря мые так, что бы они
раз би ли дан ный па рал ле ло грамм на: 1) че ты ре рав но ве ли ких мно го -
уголь ни ка; 2) пять рав но ве ли ких мно го уголь ни ков.

754. Че рез вер ши ну ром ба про ве ди те две пря мые так, что бы они раз би ли
дан ный ромб на три рав но ве ли ких мно го уголь ни ка.

755. По строй те тре уголь ник, рав но ве ли кий дан но му па рал ле ло грам му.
756. В тре уголь ни ке про ве де ны три вы со ты. До ка жи те, что к наи боль шей

сто ро не тре уголь ни ка про ве де на наи мень шая вы со та.

757. На сто ро не AC тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка M так, что 

. Пусть X — про из воль ная внут рен няя точ ка от рез ка BM. До ка -

жи те, что .
S
S

m
n

ABX

CBX
=

m
n

=

AM
MC

=

m
n

=
S
S

m
n

ABM

CBM
=

AM
MC

=

156



758. Точ ка ка са ния впи сан ной ок руж но сти де лит ги по те ну зу пря мо уголь -
но го тре уголь ни ка на от рез ки, один из ко то рых на 14 см боль ше дру-
 го го. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка, ес ли ра ди ус впи сан ной ок руж -
но сти ра вен 4 см.

759. В пря мо уголь ном тре уголь ни ке ABC к ги по те ну зе AB про ве де на вы-
 со та CM. Пло щадь тре уголь ни ка ACM рав на 6 см2, а пло щадь тре-
 уголь ни ка BCM — 54 см2. Най ди те сто ро ны тре уголь ни ка ABC.

760. Най ди те пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли бис сек три са
его ост ро го уг ла де лит про ти во ле жа щий ка тет на от рез ки дли ной
21 см и 35 см.

761. Най ди те пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ес ли бис сек три са
пря мо го уг ла де лит ги по те ну зу на от рез ки дли ной 2 см и 6 см.

762. Центр ок руж но сти, впи сан ной в рав но бед рен ный тре уголь ник, де лит
его вы со ту, про ве дён ную к ос но ва нию, на от рез ки, дли ны ко то рых
рав ны 34 см и 16 см. Най ди те пло щадь дан но го тре уголь ни ка.

763. В рав но бед рен ный тре уголь ник впи са на ок руж ность. Точ ка ка са ния
де лит бо ко вую сто ро ну тре уголь ни ка в от но ше нии 9 : 8, счи тая от
вер ши ны рав но бед рен но го тре уголь ни ка. Най ди те пло щадь тре уголь -
ни ка, ес ли ра ди ус впи сан ной ок руж но сти ра вен 16 см.

764. На про дол же ни ях сто рон AB, BC, AC рав но сто рон не го тре уголь ни ка
ABC за точ ки B, C и A со от вет ст вен но от ме че ны точ ки D, E и F так,
что BD = CE = AF = 2AB. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка DEF, ес ли
пло щадь тре уголь ни ка ABC рав на 1 см2.

765. В тре уголь ни ке ABC от ме ти ли точ ку M так, что пло ща ди тре уголь -
ни ков AMB, BMC и AMC рав ны. До ка жи те, что M — точ ка пе ре се -
че ния ме ди ан тре уголь ни ка ABC.

766. На сто ро не AC тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка D. Про ве ди те че-
 рез эту точ ку пря мую так, что бы она раз би ла дан ный тре уголь ник на
два рав но ве ли ких мно го уголь ни ка.

767. До ка жи те, что сум ма рас стоя ний от про из воль ной точ ки рав но сто -
рон не го тре уголь ни ка до его сто рон яв ля ет ся по сто ян ной для дан но -
го тре уголь ни ка.

Уп раж не ния для по вто ре ния

768. В рав но бед рен ном тре уголь ни ке ABC (AB = BC) бис сек три са уг ла A
пе ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке M. Най ди те уг лы тре уголь ни ка ABC,
ес ли ∠AMB = 117°.

769. В рав но бо кой тра пе ции ос но ва ния рав ны 18 см и 12 см. Бо ко вая сто-
 ро на об ра зу ет с ос но ва ни ем угол 30°. Най ди те диа го наль тра пе ции.
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770. Центр ок руж но сти, впи сан ной в рав но бо кую тра пе цию, уда лён от
кон цов её бо ко вой сто ро ны на 12 см и 16 см. Най ди те пе ри метр тра-
 пе ции.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

771. На плос ко сти да ны n то чек (n > 3), ни ка кие три из ко то рых не ле жат
на од ной пря мой. До ка жи те, что су ще ст ву ет тре уголь ник с вер ши на -
ми в дан ных точ ках, ко то рый не со дер жит ни од ной из ос таль ных 
(n − 3) то чек.

§ 23. Пло щадь тра пе ции

Тео ре ма 23.1
Пло щадь тра пе ции рав на про из ве де нию по лу сум мы её
ос но ва ний и вы со ты.

До ка за тель ст во
На ри сун ке 224 изо бра же на тра пе ция

ABCD (AD � BC), пло щадь ко то рой рав на S.
От ре зок CN — вы со та этой тра пе ции. До ка -

жем, что .

Про ве дём диа го наль АС и вы со ту АМ
тра пе ции. От рез ки АМ и СN яв ля ют ся вы со-
 та ми тре уголь ни ков АВС и ACD со от вет -
ствен но.

Име ем:

. 

Ес ли обо зна чить дли ны ос но ва ний тра пе ции и её вы со ты со от вет ст -
вен но бу к ва ми a, b и h, то пло щадь S тра пе ции вы чис ля ют по фор му ле

S ha b= ⋅+
2

= ⋅ + ⋅ = +( ) ⋅1
2

1
2

1
2

BC CN AD CN BC AD CN

S S S BC AM AD CNABC ACD= + = ⋅ + ⋅ =1
2

1
2

S BC AD CN= +( ) ⋅1
2
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След ст вие
Пло щадь тра пе ции рав на про из ве де нию её сред ней ли-
 нии и вы со ты.

1. Сфор му ли руй те тео ре му о пло ща ди тра пе ции.
2. По ка кой фор му ле вы чис ля ют пло щадь тра пе ции?

Уп раж не ния

772. Най ди те пло щадь тра пе ции, ос но ва ния ко то рой рав ны 7 см и 12 см,
а вы со та — 6 см.

773. Най ди те пло щадь тра пе ции, сред няя ли ния ко то рой рав на 18 см,
а вы со та — 9 см.

774. Пло щадь тра пе ции рав на 96 см2, а её вы со та — 3 см. Най ди те ос но ва -
ния тра пе ции, ес ли они от но сят ся как 3 : 5.

775. Пло щадь тра пе ции рав на 45 см2, од но из ос но ва ний — 8 см, а вы со -
та — 6 см. Най ди те дру гое ос но ва ние тра пе ции.

776. Най ди те пло щадь рав но бо кой тра пе ции, ос но ва ния ко то рой рав ны
14 см и 16 см, а диа го наль — 17 см.

777. Че му рав на пло щадь пря мо уголь ной
тра пе ции, ос но ва ния ко то рой рав-
 ны 9 см и 16 см, а бЏльшая бо ко вая
сто ро на — см?

778. Най ди те пло щадь рав но бо кой тра пе -
ции, ос но ва ния ко то рой рав ны 14 см
и 32 см, а бо ко вая сто ро на — 15 см.

779. На ри сун ке 225 изо бра же но по пе -
реч ное се че ние тран шеи, ко то рое
име ет фор му тра пе ции. Вы чис ли те
пло щадь это го по пе реч но го се че ния
(раз ме ры да ны в мет рах).

780. Най ди те пло щадь тра пе ции, изо бра жён ной на ри сун ке 226 (раз ме ры
да ны в сан ти мет рах).
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781. Най ди те пло щадь тра пе ции, изо бра жён -
ной на ри сун ке 227 (раз ме ры да ны в сан-
 ти мет рах).

782. В рав но бо кой тра пе ции диа го наль яв ля -
ет ся бис сек три сой ост ро го уг ла и де лит
сред нюю ли нию тра пе ции на от рез ки
дли ной 6 см и 12 см. Най ди те пло щадь
тра пе ции.

783. Ос но ва ния пря мо уголь ной тра пе ции рав ны 9 см и 17 см, а диа го наль
яв ля ет ся бис сек три сой её ту по го уг ла. Вы чис ли те пло щадь трапеции.

784. Точ ка пе ре се че ния бис сек трис ост рых уг лов при ос но ва нии тра пе -
ции при над ле жит дру го му ос но ва нию. Най ди те пло щадь тра пе ции,
ес ли её бо ко вые сто ро ны рав ны 17 см и 25 см, а вы со та — 15 см.

785. Точ ка пе ре се че ния бис сек трис ту пых уг лов при ос но ва нии тра пе ции
при над ле жит дру го му ос но ва нию. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли
её бо ко вые сто ро ны рав ны 10 см и 17 см, а вы со та — 8 см.

786. Бо ко вая сто ро на рав но бо кой тра пе ции рав на см и об ра зу ет с ос-
 но ва ни ем угол 60°. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли в неё мож но
впи сать ок руж ность.

787. Ос но ва ния рав но бо кой тра пе ции рав ны 32 см и 50 см. Че му рав на
пло щадь тра пе ции, ес ли в неё мож но впи сать ок руж ность?

788. Мень шая бо ко вая сто ро на пря мо уголь ной тра пе ции рав на 8 см, а ост-
 рый угол — 45°. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли в неё мож но впи-
 сать ок руж ность.

789. БЏльшая бо ко вая сто ро на пря мо уголь ной тра пе ции рав на 28 см,
а ост рый угол — 30°. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли в неё мож но
впи сать ок руж ность.

790. До ка жи те, что пря мая, ко то рая про хо дит че рез се ре ди ну сред ней ли-
 нии тра пе ции и пе ре се ка ет её ос но ва ния, раз би ва ет дан ную тра пе -
цию на два рав но ве ли ких мно го уголь ни ка.

791. По строй те рав но ве ли кий дан ной тра пе ции:
1) па рал ле ло грамм, от лич ный от пря мо уголь ни ка;
2) пря мо уголь ник.

792. По строй те тре уголь ник, рав но ве ли кий дан ной тра пе ции.

793. Най ди те пло щадь рав но бо кой тра пе ции, ос но ва ния ко то рой рав ны
24 см и 40 см, а диа го наль пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не.

794. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не,
ко то рая рав на 15 см. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли ра ди ус ок руж -
но сти, опи сан ной око ло неё, ра вен 12,5 см.

20 3
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795. Диа го на ли тра пе ции пер пен ди ку ляр ны, од на из них рав на 48 см,
а сред няя ли ния тра пе ции — 25 см. Най ди те пло щадь тра пе ции.

796. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции яв ля ет ся бис сек три сой её ост ро го
уг ла и пер пен ди ку ляр на бо ко вой сто ро не. Най ди те пло щадь тра пе -
ции, ес ли её мень шее ос но ва ние рав но a.

797. В рав но бо кую тра пе цию впи са на ок руж ность. Од на из её бо ко вых
сто рон точ кой ка са ния де лит ся на от рез ки дли ной 4 см и 9 см. Най -
ди те пло щадь тра пе ции.

798. В пря мо уголь ную тра пе цию впи са на ок руж ность ра диу са 12 см.
БЏльшая из бо ко вых сто рон точ кой ка са ния де лит ся на два от рез ка,
боль ший из ко то рых ра вен 16 см. Най ди те пло щадь тра пе ции.

799. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции де лит вы со ту, про ве дён ную из вер-
 ши ны ту по го уг ла, на от рез ки дли ной 15 см и 12 см, а бо ко вая сто-
 ро на тра пе ции рав на её мень ше му ос но ва нию. Най ди те пло щадь
тра пе ции.

800. БЏльшая диа го наль пря мо уголь ной тра пе ции де лит вы со ту, про ве -
дён ную из вер ши ны ту по го уг ла, на от рез ки дли ной 15 см и 9 см.
БЏльшая бо ко вая сто ро на тра пе ции рав на её мень ше му ос но ва нию.
Най ди те пло щадь тра пе ции.

801. В тра пе ции ABCD из вест но, что BC � AD, точ ка M — се ре ди на сто-
 ро ны AB. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка CMD, ес ли пло щадь дан-
 ной тра пе ции рав на S.

Уп раж не ния для по вто ре ния

802. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ABCD ра вен 50 см, а тре уголь ни ка ABD —
40 см. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма, ес ли AD = BD.

803. Ок руж ность, по стро ен ная на диа го на ли AC ром ба ABCD как на диа-
 мет ре, про хо дит че рез се ре ди ну сто ро ны AB. Най ди те уг лы ром ба.

804. На сто ро нах AB, BC и AC тре уголь ни ка ABC от ме ти ли со от вет ст -
вен но точ ки M, K и D так, что MK � AC, DK � AB, BK : KC = 3 : 2.
Най ди те пе ри метр че ты рёх уголь ни ка AMKD, ес ли AC = 15 см,
AB = 25 см.

На блю дай те, ри суй те, 
кон ст руи руй те, фан та зи руй те

805. Мож но ли квад рат со сто ро ной 1,5 см на крыть тре мя квад ра та ми со
сто ро ной 1 см?
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Ко гда сде ла ны уро ки

Рав но сос тав лен ные и рав но ве ли кие мно го уголь ни ки

Ес ли не ко то рый мно го уголь ник мож но раз рЉ зать на час ти и со ста -
вить из них дру гой мно го уголь ник, то та кие мно го уголь ни ки на зы ва ют рав-
 но сос тав лен ны ми.

На при мер, ес ли пря мо уголь ник раз ре зать вдоль его диа го на ли
(рис. 228), то по лу чим два рав ных пря мо уголь ных тре уголь ни ка, из ко то -
рых мож но со ста вить рав но бед рен ный тре уголь ник (рис. 229). Фи гу ры на
ри сун ках 228 и 229 — рав но сос тав лен ные.

Оче вид но, что рав но сос тав лен ные мно го уголь ни ки яв ля ют ся рав но -
ве ли ки ми. Этот факт при ме ня ют при до ка за тель ст ве тео рем и ре ше нии за-
 дач. На при мер, до ка зы вая тео ре му 21.1, мы фак ти че ски раз ре за ли па рал -
ле ло грамм на тре уголь ник ABM и тра пе цию MBCD, из ко то рых со ста ви -
ли пря мо уголь ник MBCN (см. рис. 215).

Ес ли тре уголь ник раз ре зать вдоль сред ней ли нии, то из по лу чен ных
тре уголь ни ка и тра пе ции мож но со ста вить па рал ле ло грамм (рис. 230).

Лег ко ус та но вить (сде лай те это са мо стоя тель -
но), что та кое раз ре за ние тре уголь ни ка при во дит
ещё к од но му до ка за тель ст ву тео ре мы о пло ща ди
тре уголь ни ка (тео ре ма 22.1). Этой же це ли слу жит
раз ре за ние тре уголь ни ка на час ти, из ко то рых мож-
 но со ста вить пря мо уголь ник (рис. 231).

Евк лид в сво ей зна ме ни той кни ге «На ча ла»
фор му ли ру ет тео ре му Пи фа го ра сле дую щим об -
ра зом:

«Пло щадь квад ра та, по стро ен но го на ги по те ну зе, рав на сум ме пло ща -
дей квад ра тов, по стро ен ных на ка те тах».

Ес ли по ка зать, что квад ра ты, по стро ен ные на ка те тах, раз ре за ют ся
на час ти, из ко то рых мож но со ста вить квад рат со сто ро ной, рав ной ги по -
те ну зе, то этим бу дет до ка за на тео ре ма Пи фа го ра.
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На ри сун ке 232 по ка зан один из воз-
 мож ных спо со бов та ко го раз ре за ния.
Квад ра ты, по стро ен ные на ка те тах, раз ре -
за ны на час ти, пло ща ди ко то рых рав ны
S1, S2, S3, S4. Из этих час тей со став лен
квад рат, по стро ен ный на ги по те ну зе.

Из оп ре де ле ния пло ща ди мно го -
уголь ни ка сле ду ет, что рав но сос тав лен -
ные мно го уголь ни ки яв ля ют ся рав но ве ли -
ки ми. Но со всем не оче вид ной яв ля ет ся
та кая тео ре ма.

Тео ре ма
Лю бые два рав но ве ли ких мно го уголь ни ка яв ля ют ся рав-
 но сос тав лен ны ми.

Впер вые этот факт до ка зал в 1832 г. вен гер ский ма те ма тик Фар каш
Бой яи. Позд нее не мец кий ма те ма тик П. Гер вин на шёл дру гое до ка за тель -
ст во. По это му эту тео ре му на зы ва ют тео ре мой Бой яи — Гер ви на.

Уп раж не ния

1. До ка жи те, что тра пе ция яв ля ет ся рав но сос -
тав лен ной с па рал ле ло грам мом, ос но ва ние
ко то ро го рав но сред ней ли нии тра пе ции,
а вы со та — вы со те тра пе ции.

2. До ка жи те, что пло щадь тра пе ции рав на
про из ве де нию бо ко вой сто ро ны и пер пен -
ди ку ля ра, опу щен но го на пря мую, ко то рая
со дер жит эту сто ро ну, из се ре ди ны дру гой
бо ко вой сто ро ны.

3. В че ты рёх уголь ни ке ABCD уг лы ABC и
ADC пря мые, а сто ро ны AB и BC рав ны
(рис. 233). Из вест но, что BH � AD и
BH = 1. Най ди те пло щадь че ты рёх уголь ни -
ка ABCD.

Тео ре ма Че вы

На сто ро нах BC, CA и AB тре уголь ни ка
ABC от ме тим про из воль ные точ ки A1, B1, C1
(рис. 234). Ка ж дый из от рез ков AA1, BB1, CC1 на-
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 зы ва ют че виа ной тре уголь ни ка ABC. Та кое на зва ние свя за но с име нем
италь ян ско го ин же не ра и ма те ма ти ка Джо ван ни Че вы (1648–1734), от-
 крыв ше го уди ви тель ную тео ре му.

Ес ли точ ки A1, B1 и C1 вы бра ны так, что че виа ны яв ля ют ся бис сек -
три са ми, ли бо ме диа на ми, ли бо вы со та ми тре уголь ни ка, то эти че виа ны
пе ре се ка ют ся в од ной точ ке.

Ес ли три пря мые пе ре се ка ют ся в од ной точ ке, то их на зы ва ют кон ку -
рент ны ми.

Тео ре ма Че вы да ёт кри те рий кон ку рент но сти про из воль ных трёх че-
 ви ан.

Тео ре ма
Для то го что бы че виа ны AA1, BB1 и CC1 тре уголь ни ка
ABC пе ре се ка лись в од ной точ ке, не об хо ди мо и дос та -
точ но, что бы вы пол ня лось ра вен ст во

. (*)

До ка за тель ст во
До ка жем сна ча ла не об хо ди мое ус ло вие

кон ку рент но сти: ес ли че виа ны AA1, BB1 и CC1
пе ре се ка ют ся в од ной точ ке, то вы пол ня ет ся ра-
 вен ст во (*).

Вос поль зо вав шись ре зуль та том клю че вой
за да чи 757, мож но за пи сать (рис. 235):

, , .

Пе ре мно жив за пи сан ные ра вен ст ва, по лу -
чим ра вен ст во (*).

До ка жем те перь дос та точ ное ус ло вие кон ку рент но сти: ес ли вы пол -
ня ет ся ра вен ст во (*), то че виа ны AA1, BB1 и CC1 пе ре се ка ют ся в од ной
точ ке.

Пусть че виа ны AA1 и BB1 пе ре се ка ют ся в точ ке D, а че виа на, про хо -
дя щая че рез вер ши ну C и точ ку D, пе ре се ка ет сто ро ну AB в не ко то рой
точ ке C2. Из до ка зан но го вы ше мож но за пи сать:

.

Со пос тав ляя это ра вен ст во с ра вен ством (*), при хо дим к вы во ду, что 

, т. е. точ ки C1 и C2 де лят от ре зок AB в од ном и том же от но -
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ше нии, а зна чит, эти точ ки сов па да ют. Сле до ва тель но, пря мая CD пе ре се -
ка ет сто ро ну AB в точ ке C1. 

Уп раж не ния

1. До ка жи те, что:
1) ме диа ны тре уголь ни ка кон ку рент ны;
2) бис сек три сы тре уголь ни ка кон ку рент ны;
3) вы со ты ост ро уголь но го тре уголь ни ка кон ку рент ны.

2. Пусть A1, B1, C1 — точ ки ка са ния впи сан ной ок руж но сти со от вет ст -
вен но со сто ро на ми BC, AC, AB тре уголь ни ка ABC. До ка жи те, что
че виа ны AA1, BB1 и CC1 кон ку рент ны.

3. Пря мые AP, BP и CP пе ре се ка ют сто ро ны тре уголь ни ка ABC в точ-
 ках A1, B1 и C1 со от вет ст вен но. До ка жи те, что пря мые, про хо дя щие
че рез се ре ди ны сто рон BC, CA и AB па рал лель но пря мым AP, BP
и CP со от вет ст вен но, кон ку рент ны.
Ука за ние. При ме ни те тео ре му Че вы к тре уголь ни ку, вер ши ны ко то -

ро го яв ля ют ся се ре ди на ми сто рон тре уголь ни ка ABC.
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За да ние № 4 в тес то вой фор ме «Про верь те се бя»

1. Сколь ко сто рон в вы пук лом n-уголь ни ке, ес ли сум ма его уг лов
рав на 1260°?
А) 7 Б) 9 В) 11 Г) 13

2. В вы пук лом n-уголь ни ке 14 диа го на лей. Че му рав на сум ма его 
уг лов?
А) 1000° Б) 800° В) 900° Г) 720°

3. Как из ме нит ся пло щадь пря мо уголь ни ка, ес ли ка ж дую из его сто-
 рон умень шить в 10 раз?
А) умень шит ся в 100 раз В) умень шит ся в 10 раз
Б) умень шит ся в 20 раз Г) умень шит ся в 1000 раз

4. Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на 80 см2, а од на из его сто рон —
16 см. Ка кой дли ны мо жет быть дру гая сто ро на па раллелограмма?
А) 2 см Б) 3 см В) 4 см Г) 6 см

5. На сто ро не BC па рал ле ло грам ма ABCD от ме че на точ ка M так,
что BM : MC = 1 : 3. Че му рав на пло щадь тре уголь ни ка ABM, ес-
 ли пло щадь па рал ле ло грам ма рав на S?

А) Б) В) Г) 

6. На ри сун ке 236 пло щадь ка ж до го из
ма лень ких квад ра тов рав на 4 см2. Че -
му рав на пло щадь боль шо го квадрата?
А) 16 см2 В) 32 см2

Б) 20 см2 Г) 40 см2

7. В ок руж ность ра диу са 1 см впи са ны
квад рат и рав но сто рон ний тре уголь -
ник. Че му рав но от но ше ние пло ща ди
тре уголь ни ка к пло ща ди квад ра та?

А) В) 

Б) Г) 

8. Точ ки O1 и O2 — цен тры рав ных ка-
 саю щих ся ок руж но стей (рис. 237),
BO2 � O1O2, AB = 10 см. Че му рав на
пло щадь тре уголь ни ка ABO2?
А) 10 см2 В) 18 см2

Б) 15 см2 Г) 20 см2

3 3 3 3
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3 3
4

3 3
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S
8

S
4

S
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9. Да ны две точ ки A и B. Гео мет ри че ским ме стом то чек X та ких,
что пло ща ди тре уголь ни ков AXB рав ны дан но му чис лу S, яв ля -
ет ся
А) ок руж ность с диа мет ром AB
Б) се ре дин ный пер пен ди ку ляр от рез ка AB
В) пря мая, па рал лель ная AB
Г) две пря мые, па рал лель ные AB

10. Диа го на ли рав но бо кой тра пе ции пер пен ди ку ляр ны и де лят её
сред нюю ли нию на три рав ные час ти. Че му рав на пло щадь тра пе -
ции, ес ли её боль шее ос но ва ние рав но 12 см?
А) 50 см2 Б) 64 см2 В) 81 см2 Г) 144 см2

Итоги гла вы 4

Сум ма уг лов вы пук ло го n-уголь ни ка
Сум ма уг лов вы пук ло го n-уголь ни ка рав на 180°(n − 2).

Окружность, описанная около многоугольника
Ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло мно го уголь ни ка,
ес ли она про хо дит че рез все его вер ши ны.

Окружность, вписанная в многоугольника
Ок руж ность на зы ва ют впи сан ной в мно го уголь ник, ес ли
она ка са ет ся всех его сто рон.

Пло щадь мно го уголь ни ка
Пло ща дью мно го уголь ни ка на зы ва ют по ло жи тель ную ве-
 ли чи ну, ко то рая об ла да ет сле дую щи ми свой ст ва ми:
1) рав ные мно го уголь ни ки име ют рав ные пло ща ди;
2) ес ли мно го уголь ник со став лен из не сколь ких мно го -
уголь ни ков, то его пло щадь рав на сум ме пло ща дей этих
мно го уголь ни ков;
3) за еди ни цу из ме ре ния пло ща ди при ни ма ют еди нич ный
квад рат, т. е. квад рат со сто ро ной, рав ной еди ни це из ме -
ре ния дли ны.
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Пло щадь пря мо уголь ни ка
Пло щадь пря мо уголь ни ка рав на про из ве де нию длин его
со сед них сто рон.

Рав но ве ли кие мно го уголь ни ки
Мно го уголь ни ки, имею щие рав ные пло ща ди, на зы ва ют
рав но ве ли ки ми.

Пло щадь па рал ле ло грам ма
Пло щадь па рал ле ло грам ма рав на про из ве де нию его сто-
 ро ны и вы со ты, про ве дён ной к этой сто ро не.

Пло щадь тре уголь ни ка
Пло щадь тре уголь ни ка рав на по ло ви не про из ве де ния его
сто ро ны и про ве дён ной к ней вы со ты.

Пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка
Пло щадь пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав на по ло ви не
про из ве де ния его ка те тов.

Пло щадь тра пе ции
• Пло щадь тра пе ции рав на про из ве де нию по лу сум мы её ос-

 но ва ний и вы со ты.
• Пло щадь тра пе ции рав на про из ве де нию её средней ли нии

и вы со ты.

168



Дру жим с ком пь ю те ром

В 7 клас се вы уже ис поль зо ва ли ком пь ю тер при изу че нии гео мет рии.
В 8 клас се вы бу де те изу чать бо лее слож ные гео мет ри че ские фи гу ры, а зна-
 чит, смо же те рас ши рить свои уме ния, ос во ив бо лее со вер шен ные ин ст ру -
мен ты гра фи че ских па ке тов. На пом ним, что, кро ме за да ний, при ве дён ных
в этом раз де ле, вы мо же те ис поль зо вать раз но об раз ные про грам мы, соз-
 дан ные спе ци аль но для ос вое ния школь но го кур са гео мет рии. Вот ссыл ки
на не ко то рые из та ких про грамм:

http://www.pcmath.ru/?par ent=1&page=1/
http://obr.1c.ru/cata log.jsp?top=3/
http://school-col lec tion.edu.ru/cata log/rubr/903077b7-0221-4823-b549-

b236326d48d4/114760/?/
http://www.dgeome try.ru/links/2d.html/
Спи сок по лез ных про грамм да ле ко не ис чер пы ва ет ся при ве дён ны ми.

Вы мо же те ис поль зо вать гло баль ную сеть Ин тер нет для по ис ка нуж ной вам
ин фор ма ции.

За да ния «Дру жим с ком пь ю те ром»

В этом раз де ле при ве де ны за да ния, ко то рые вы смо же те вы пол нять
с по мо щью ком пь ю те ра по ме ре изу че ния со от вет ст вую щих тем. Боль шин -
ст во из них — за да ния на по строе ния гео мет ри че ских фи гур, ко то рые вы
бу де те вы пол нять с по мо щью гра фи че ско го ре дак то ра.

Кро ме это го, вы мо же те ре шать за да чи из руб ри ки «Прак ти че ские за-
 да ния» не толь ко в тет ра ди, но и с по мо щью ком пь ю те ра. В 7 клас се вы уз -
на ли, что в гео мет рии по строе ния вы пол ня ют с по мо щью ли ней ки и цир -
ку ля. По это му вам нуж но най ти сре ди ин ст ру мен тов гра фи че ско го ре дак -
то ра те, ко то рые вы пол ня ют функ ции ли ней ки и цир ку ля.

Че ты рёх уголь ник и его эле мен ты

1. По строй те че ты рёх уголь ни ки, ил лю ст ри рую щие тео ре ти че ские
све де ния это го па ра гра фа.

Па рал ле ло грамм. Свой ст ва па рал ле ло грам ма

2. Оп ре де ли те, ка кие свой ст ва па рал ле ло грам ма на до ис поль зо вать,
что бы пра виль но на ри со вать его, и ка кие ин ст ру мен ты гра фи че ско го па ке-
 та на до для это го при ме нить. На ри суй те па рал ле ло грамм и по строй те две
его вы со ты, вы хо дя щие из од ной вер ши ны. Ка кой ин ст ру мент вы ис поль -
зуе те, что бы про вес ти вы со ту к дан ной сто ро не?
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При зна ки па рал ле ло грам ма

3. Пред ставь те се бе, что на ри со ван че ты рёх уголь ник. Ка ким об ра зом
вы мо же те про ве рить то, что он яв ля ет ся па рал ле ло грам мом? Ка кие ин ст -
ру мен ты гра фи че ско го па ке та для это го мож но ис поль зо вать?

Пря мо уголь ник

4. Най ди те в гра фи че ском ре дак то ре сред ст во, ко то рое по зво ля ет
бы ст ро стро ить пря мо уголь ни ки.

Ромб

5. Ка кое свой ст во ром ба по зво ля ет лег ко и пра виль но по стро ить
ромб?

6. По строй те два пер пен ди ку ляр ных пе ре се каю щих ся от рез ка. Пред -
ставь те се бе, что это диа го на ли че ты рёх уголь ни ка, и по строй те этот че ты -
рёх уголь ник. Обя за тель но ли по лу чит ся ромб? Ка ким ус ло ви ем на до до пол -
нить это за да ние, что бы по лу чен ный че ты рёх уголь ник ока зал ся ром бом?

Квад рат

7. Най ди те в гра фи че ском ре дак то ре сред ст во, ко то рое по зво ля ет
бы ст ро стро ить квад ра ты.

Сред няя ли ния тре уголь ни ка

8. Ка кой ин ст ру мент гра фи че ско го ре дак то ра вы бу де те ис поль зо -
вать, что бы най ти се ре ди ну от рез ка?

9. На ри суй те про из воль ный че ты рёх уголь ник. Вы пол ни те по строе -
ние, ко то рое про ил лю ст ри ру ет клю че вую за да чу § 7. Как вы про ве ри те,
что от рез ки, со еди няю щие се ре ди ны сто рон дан но го че ты рёх уголь ни ка,
об ра зо ва ли па рал ле ло грамм?

Тра пе ция

10. По строй те тра пе цию. Ка кие ин ст ру мен ты гра фи че ско го ре дак то -
ра вы бу де те ис поль зо вать, что бы обес пе чить па рал лель ность сто рон тра-
 пе ции? что бы по стро ить рав но бо кую тра пе цию? что бы по стро ить пря мо -
уголь ную тра пе цию?
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Цен траль ные и впи сан ные уг лы

11. На ри суй те ок руж ность и по строй те не сколь ко впи сан ных уг лов,
опи раю щих ся на од ну и ту же ду гу. Поль зу ясь ин ст ру мен та ми гра фи че ско -
го ре дак то ра, оп ре де ли те их ве ли чи ну.

12. На ри суй те ок руж ность, по строй те цен траль ный и впи сан ный уг-
 лы, опи раю щие ся на од ну и ту же ду гу. Про верь те, как от но сят ся ве ли чи ны
этих уг лов.

Описанная и впи сан ная окружности че ты рёх уголь ни ка

13. Най ди те оп ти маль ный спо соб по строе ния ри сун ков, на ко то рых
долж ны быть изо бра же ны ок руж ность, впи сан ные в ок руж ность и опи сан -
ные около ок руж нос ти че ты рёх уголь ни ки. Ка кое свой ст во ка са тель ной
к ок руж но сти по зво ля ет изо бра зить опи сан ный че ты рёх уголь ник?

Тео ре ма Фа ле са. 
Тео ре ма о про пор цио наль ных от рез ках

14. По строй те чер те жи, ил лю ст ри рую щие тео ре му Фа ле са и тео ре му
о про пор цио наль ных от рез ках. Из мерь те дли ны нуж ных от рез ков и про-
 верь те, вы пол ня ют ся ли для них ут вер жде ния этих тео рем. На сколь ко точ-
 но мож но из ме рить от рез ки сред ст ва ми гра фи че ско го ре дак то ра, ко то рым
вы поль зуе тесь?

15. Пред ставь те се бе, что в ва шем гра фи че ском ре дак то ре нет ин ст ру -
мен та, по зво ляю ще го стро ить па рал лель ные пря мые. Ка ким гео мет ри че ским
фак том мож но вос поль зо вать ся, что бы по стро ить па рал лель ные прямые?

По доб ные тре уголь ни ки

16. Ос вой те ин ст ру мен ты гра фи че ско го ре дак то ра, ко то рые по зво ля -
ют изо бра жать фи гу ры, имею щие оди на ко вую фор му, но раз ные раз ме ры.
По строй те с по мо щью этих ин ст ру мен тов по доб ные тре уголь ни ки.

17. По строй те гра фи че скую ил лю ст ра цию к лем ме о по доб ных тре-
 уголь ни ках. Поль зу ясь ука зан ными ин ст ру мен тами, по ка жи те, что изо бра -
жён ные тре уголь ни ки дей ст ви тель но по доб ны.

Пер вый при знак по до бия тре уголь ни ков

18. По строй те два от рез ка раз лич ной дли ны. Пред ставь те се бе, что
это со от вет ст вен ные сто ро ны по доб ных тре уголь ни ков. По строй те про из -
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воль ный тре уголь ник, ис поль зуя пер вый из этих от рез ков в ка че ст ве сто ро-
 ны. Ис поль зуя пер вый при знак по до бия тре уголь ни ков, по строй те по доб -
ный ему тре уголь ник, ис поль зуя вто рой от ре зок в ка че ст ве сто ро ны.

Вто рой и тре тий при зна ки по до бия тре уголь ни ков

19. При ду май те са мо стоя тель но за да ние, ко то рое бы по зво ли ло с по-
 мо щью ком пь ю те ра про де мон ст ри ро вать вто рой и тре тий при зна ки по до -
бия тре уголь ни ков.

Мет ри че ские со от но ше ния в пря мо уголь ном тре уголь ни ке

20. По строй те пря мо уголь ный тре уголь ник и опус ти те вы со ту на ги-
 по те ну зу. Убе ди тесь, что вы пол ня ет ся лем ма § 15.

Тео ре ма Пи фа го ра

21. Час то тео ре му Пи фа го ра ил лю ст ри ру ют, по стро ив квад ра ты на
сто ро нах пря мо уголь но го тре уголь ни ка. Мно гие по ко ле ния школь ни ков
на зы ва ют этот ри су нок Пи фа го ро вы шта ны и фор му ли ру ют тео ре му в шут-
 ли вой фор ме: «Пи фа го ро вы шта ны на все сто ро ны рав ны». По строй те
этот ри су нок.

22. Раз режь те на час ти квад ра ты, по стро ен ные на ка те тах. Из них
мож но сло жить квад рат, по стро ен ный на ги по те ну зе. Для про из воль но го
пря мо уголь но го тре уголь ни ка по иск та ких час тей — за да ча не про стая.
А вот для рав но бед рен но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка най ти та кой спо-
 соб раз ре за ния до воль но лег ко. Ка кие это части?

23. По строй те рав но бед рен ный пря мо уголь ный тре уголь ник. По -
строй те та кой на бор фи гур, что бы, пе ре ме щая их, мож но бы ло со ста вить
как квад рат, по стро ен ный на ги по те ну зе, так и фи гу ру, со стоя щую из двух
квад ра тов, по стро ен ных на ка те тах.

Си нус, ко си нус, тан генс и котангенс ост ро го уг ла 
пря мо уголь но го тре уголь ни ка

24. Ос вой те сред ст ва, по зво ляю щие на хо дить три го но мет ри че ские
функ ции уг ла тре уголь ни ка с по мо щью каль ку ля то ра. Вос поль зуй тесь эти-
 ми сред ст ва ми при ре ше нии за дач § 18.
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Ре ше ние пря мо уголь ных тре уголь ни ков

25. При ре ше нии за дач это го пунк та ис поль зуй те каль ку ля тор для вы-
 чис ле ний.

Мно го уголь ни ки

26. Сфор му ли руй те ка кой-ли бо на бор свойств мно го уголь ни ка (ко ли -
че ст во сто рон, вы пук лость, впи сан ный, опи сан ный и т. п.). По строй те мно-
 го уголь ник, об ла даю щий этим на бо ром свойств. Ка кие ин ст ру мен ты гра фи-
 че ско го ре дак то ра на до ис поль зо вать, что бы обес пе чить вы пол не ние за-
 дан ных свойств?

По ня тие пло ща ди мно го уголь ни ка. Пло щадь пря мо уголь ни ка

27. По строй те квад рат и при ми те его за еди нич ный. Ско пи руй те его
не сколь ко раз. Из по лу чен ных еди нич ных квад ра тов сло жи те не сколь ко
раз лич ных рав но ве ли ких пря мо уголь ни ков.

Пло щадь па рал ле ло грам ма

28. Соз дай те на бор фи гур, с по мо щью ко то рых мож но про ил лю ст ри -
ро вать до ка за тель ст во тео ре мы о пло ща ди па рал ле ло грам ма. Ка ким свой ст -
вом пло ща ди мно го уголь ни ка мы при этом поль зу ем ся?

29. Дан ная тео ре ма вер на не за ви си мо от то го, ка кую из пар (сто ро на
и опу щен ная на неё вы со та) вы брать для вы чис ле ния пло ща ди. Соз дай те
на бор фи гур, с по мо щью ко то рых мож но про ил лю ст ри ро вать это ут вер -
жде ние.

Пло щадь тре уголь ни ка

30. Соз дай те на бо ры фи гур, с по мо щью ко то рых мож но про ил лю ст -
ри ро вать до ка за тель ст во ут вер жде ний тео ре ти че ской час ти это го па ра -
гра фа.

Пло щадь тра пе ции

31. По строй те про из воль ную тра пе цию. Ка ким об ра зом раз ре зать её
на час ти, что бы по ка зать, что фор му ла для вы чис ле ния пло ща ди тра пе ции
яв ля ет ся вер ной?
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Про ект ная ра бо та

Эта руб ри ка ад ре со ва на пре ж де все го тем, кто хо чет нау чить ся при-
 об ре тать зна ния са мо стоя тель но, твор че ски мыс лить, фор ми ро вать, вы ра -
жать и от стаи вать свою точ ку зре ния, вы дви гать ги по те зы, на хо дить наи бо-
 лее ра цио наль ные и не стан дарт ные ре ше ния.

Пер вым шагом, ко то рый мо жет по мочь в реа ли за ции этих це лей, яв-
 ля ет ся уча стие в про ект ной ра бо те.

Про ект — это са мо стоя тель ное ис сле до ва ние по вы бран ной те ме, ко-
 то рое мо жет вы пол нять ся как ин ди ви ду аль но, так и груп пой уча щих ся.

Да дим не сколь ко со ве тов по ор га ни за ции ра бо ты над про ек том
и оформ ле нию ре зуль та тов ис сле до ва ния.

1. При вы бо ре те мы не об хо ди мо учи ты вать её ак ту аль ность, на ли чие
ис точ ни ков ин фор ма ции в ли те ра ту ре и ин тер нет-ре сур сов. Здесь важ но
ва ше же ла ние про явить се бя в ка че ст ве ис сле до ва те ля в ра бо те имен но над
вы бран ной те мой.

2. Ра бо та на чи на ет ся с со став ле ния пред ва ри тель но го пла на, в ко то -
ром от ра жа ют ся за мы сел и эта пы реа ли за ции за ду ман но го. По сле зна ком -
ст ва с ос нов ны ми ис точ ни ка ми ин фор ма ции с по мо щью ру ко во ди те ля про-
 ек та со став ля ет ся окон ча тель ный план.

3. Важ но чёт ко сфор му ли ро вать це ли ис сле до ва ния. Они мо гут быть
за пи са ны в та кой фор ме: изу чить, опи сать, про ана ли зи ро вать, до ка зать,
срав нить и т. п.

4. Ра бо та за вер ша ет ся под ве де ни ем ито гов ис сле до ва ния, де ла ют ся
вы во ды, на ме ча ют ся пер спек ти вы даль ней ше го изу че ния те мы.

5. При мер ный объ ём ра бо ты — 10–15 стра ниц. До пол ни тель но мо жет
при ла гать ся ил лю ст ра тив ный ма те ри ал.

6. Ра бо та мо жет быть оформ ле на в ви де ре фе ра та, док ла да, ком пь ю -
тер ной пре зен та ции.

Ни же при во дит ся ре ко мен дуе мый спи сок тем, ко то рые мо гут быть
вы бра ны для про ект ной ра бо ты.

1. Фа лес Ми лет ский — ве ли кий гео метр, строи тель, ас тро ном

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Са вин А.П. Эн цик ло пе ди че ский сло варь юно го ма те ма ти ка. — М. :

Пе да го ги ка, 1989.
2. Эн цик ло пе дия для де тей. Ма те ма ти ка. — М. : Аван та+, 2003. Т. 11.
3. http://ru.wikipe dia.org/ Фа лес Ми лет ский.
4. http://natu ral his tory.narod.ru/Per son/A_N/Fales_1.htm/
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2. Пи фа гор и его ве ли кая тео ре ма

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Баш ма ко ва И., Ла пин А. Пи фа гор // Квант. — 1986. — № 1.
2. Бе ре зин В. Тео ре ма Пи фа го ра // Квант. — 1972. — № 3.
3. Во ло ши нов А.В. Пи фа гор: со юз ис ти ны, до б ра и кра со ты. — М. :

Про све ще ние, 1993.
4. Во ро нин С., Ку ла гин А. О за да че Пи фа го ра // Квант. — 1987. — № 1.
5. Глей зер Г.Д. По го во рим о тео ре ме Пи фа го ра // Ма те ма ти ка (еже -

не дель ное при ло же ние к га зе те «Пер вое сен тяб ря»). — 1996. — № 13.
6. Ру би нов Р. По сле дам тео ре мы Пи фа го ра // Квант. — 1981. — № 11.
7. Ха ла май зер А.Я. Пи фа гор. — М. : Выс шая шко ла, 1994.
8. Эн цик ло пе дия для де тей. Ма те ма ти ка. — М. : Аван та+, 2003. Т. 11.
9. http://ru.wikipe dia.org/ Пи фа гор.
10. http://www.moypifagor.narod.ru/ Пи фа гор и его тео ре ма.
11. http://ru.wikipe dia.org/wiki/Тео ре ма_Пи фа го ра.

3. Ак сио ма ти че ский ме тод в гео мет рии

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Ус пен ский В.А. Что та кое ак сио ма ти че ский ме тод? — М. : Ижевск,

2001.
2. Са вин А.П. Эн цик ло пе ди че ский сло варь юно го ма те ма ти ка. — М. :

Пе да го ги ка, 1989.
3. Эн цик ло пе дия для де тей. Ма те ма ти ка. — М. : Аван та+, 2003. Т. 11.
4. http://dic.aca demic.ru/dic.nsf/enc_phi loso phy/4127/ Ак сио ма ти че -

ский ме тод.

4. Гео мет рия на клет ча том лис те

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Смир нов В.А., Смир но ва И.М. Гео мет рия на клет ча той бу ма ге. —

М. : МЦНМО, 2009.
2. http://www.prob lems.ru/ За да чи из раз ных раз де лов ма тематики.
3. http://www.kvant.info/ На уч но-по пу ляр ный фи зи ко-ма те ма ти че -

ский жур нал для школь ни ков и сту ден тов «Квант».
4. http://school-col lec tion.edu.ru/ Еди ная кол лек ция циф ро вых об ра -

зо ва тель ных ре сур сов.

5. Граф как гео мет ри че ская мо дель ло ги че ской за да чи
Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Бар бо лин М. Го ло во лом ки и гра фы // Квант. — 1975. — № 2.
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2. Баш ма ков М. Па ро со че та ния и транс порт ные се ти // Квант. —
1970. — № 4.

3. Бе ла га Э. Ариф ме ти ка на гео гра фи че ской кар те // Квант. —
1974. — № 4.

4. Гу ро виц В.М., Хов ри на В.В. Гра фы. — М. : МЦНМО, 2009.
5. Мель ни ков О.И. Не знай ка в стра не гра фов. — М. : Книж ный дом

ЛИБ РО КОМ, 2010.
6. Оре О. Гра фы и их при ме не ние. — М. : Мир, 1965.
7. Бе ре зи на Л. О гра фах с цвет ны ми рёб ра ми // Квант. — 1973. — № 8.
8. http://logika.vo bra zovanie.ru/in dex.php?link=graf.html&&a=kto_est_

kto.html/

6. За ме ча тель ные точ ки тре уголь ни ка

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Гот ман Э.Г. За да чи по пла ни мет рии и ме то ды их ре ше ния. — М. :

Про све ще ние, 1996. 
2. Пра со лов В.В. За да чи по пла ни мет рии. — М. : МЦНМО, 2006.
3. Мя ки шев А.Г. Эле мен ты гео мет рии тре уголь ни ка. — М. : МЦНМО,
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ский жур нал для школь ни ков и сту ден тов «Квант».

7. Свой ст ва вне впи сан ной ок руж но сти

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
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7. http://www.prob lems.ru/ За да чи из раз ных раз де лов ма тематики.
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Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
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9. Рав но ве ли кие и рав но сос тав лен ные фи гу ры

Ре ко мен дуе мые ли те ра ту ра и ин тер нет-ре сур сы:
1. Бол тян ский В.Г. Рав но ве ли кие и рав но сос тав лен ные фи гу ры //

По пу ляр ные лек ции по ма те ма ти ке. — М. : Гос тех из дат, 1956. — Вып. 22.
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Уп раж не ния для по вто ре ния курса гео мет рии 
8 клас са

§ 1. Че ты рёх уголь ни ки

806. Най ди те пе ри метр па рал ле ло грам ма, ес ли бис сек три са од но го из его
уг лов де лит сто ро ну па рал ле ло грам ма на от рез ки дли ной 9 см и 14 см.

807. Бис сек три са уг ла BAD па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ет сто ро -
ну BC в точ ке M так, что BM : MC = 5 : 4. Най ди те сто ро ны па рал -
ле ло грам ма, ес ли пе ри метр тре уголь ни ка BOC на 8 см боль ше пе ри -
мет ра тре уголь ни ка COD, где O — точ ка пе ре се че ния диа го на лей па-
 рал ле ло грам ма.

808. В па рал ле ло грам ме ABCD из вест но, что 2∠ADB = ∠A + ∠BDC. Най -
ди те ∠ADB.

809. В па рал ле ло грам ме ABCD из вест но, что AB = a, BC = b, a > b. Ок -
руж но сти, впи сан ные в тре уголь ни ки ABD и CBD, ка са ют ся диа го -
на ли BD в точ ках M и K со от вет ст вен но. Най ди те от ре зок MK.

810. Сколь ко раз ных па рал ле ло грам мов мож но со ста вить из двух рав ных
тре уголь ни ков, ес ли они: 1) раз но сто рон ние; 2) рав но бед рен ные; 
3) рав но сто рон ние?

811. Вер но ли ут вер жде ние:
1) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка рав ны, то этот че ты рёх уголь -
ник — па рал ле ло грамм;
2) ес ли две сто ро ны че ты рёх уголь ни ка па рал лель ны и точ ка пе ре се -
че ния диа го на лей рав но уда ле на от этих сто рон, то этот че ты рёх -
уголь ник — па рал ле ло грамм;
3) ес ли две сто ро ны че ты рёх уголь ни ка па рал лель ны, а две дру гие —
рав ны, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм;
4) ес ли бис сек три сы двух про ти во ле жа щих уг лов че ты рёх уголь ни ка
пер пен ди ку ляр ны бис сек три се его третье го уг ла, то этот че ты рёх -
уголь ник — па рал ле ло грамм;
5) ес ли диа го наль че ты рёх уголь ни ка раз би ва ет его на два рав ных тре-
 уголь ни ка, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм;
6) ес ли ка ж дая диа го наль че ты рёх уголь ни ка раз би ва ет его на два рав-
 ных тре уголь ни ка, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм;
7) ес ли ка ж дые две про ти во ле жа щие вер ши ны че ты рёх уголь ни ка рав-
 но уда ле ны от диа го на ли, со еди няю щей две дру гие вер ши ны, то этот
че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм?
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812. Вер но ли ут вер жде ние:
1) ес ли две сто ро ны че ты рёх уголь ни ка па рал лель ны, а од на из диа го -
на лей раз би ва ет че ты рёх уголь ник на два рав ных тре уголь ни ка, то
этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм;
2) ес ли две сто ро ны че ты рёх уголь ни ка па рал лель ны, а точ ка пе ре се -
че ния диа го на лей де лит од ну из них по по лам, то этот че ты рёх уголь -
ник — па рал ле ло грамм;
3) ес ли две про ти во ле жа щие сто ро ны че ты рёх уголь ни ка рав ны и диа-
 го на ли его рав ны, то этот че ты рёх уголь ник — па рал ле ло грамм?

813. Пе ри метр ром ба ра вен 8 см, а его вы со та — 1 см. Най ди те уг лы 
ромба.

814. Угол при вер ши не B ром ба ABCD ра вен 40°, точ ки M и K — ос но ва -
ния пер пен ди ку ля ров, опу щен ных из вер ши ны A на сто ро ны BC
и CD со от вет ст вен но. Най ди те уг лы тре уголь ни ка AMK.

815. Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из вер ши ны B пря мо уголь ни ка ABCD
на диа го наль AC, де лит угол ABC на два угла, ве ли чи ны ко то рых от-
 но сят ся как 1 : 3. Най ди те угол ме ж ду про ве дён ным пер пен ди ку ля ром
и диа го на лью BD.

816. Се ре дин ный пер пен ди ку ляр диа го на ли пря мо уголь ни ка об ра зу ет
с его боль шей сто ро ной угол 60°. От ре зок этой пря мой, при над ле жа -
щий пря мо уголь ни ку, ра вен 12 см. Най ди те бЏльшую сто ро ну пря мо -
уголь ни ка.

817. На диа го на ли AC ром ба ABCD от ме че ны точ ки M и K так, что
AM = CK. До ка жи те, что ∠ABM = ∠CBK.

818. Пе ри метр ром ба на 42 см боль ше сто ро ны ром ба. Най ди те пе ри метр
ром ба.

819. Вер но ли ут вер жде ние:
1) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка рав ны, то этот че ты рёх уголь -
ник — пря мо уголь ник;
2) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка рав ны и пер пен ди ку ляр ны, то
этот че ты рёх уголь ник — квад рат;
3) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка пер пен ди ку ляр ны и точ кой пе-
 ре се че ния де лят ся по по лам, то этот че ты рёх уголь ник — квад рат;
4) ес ли диа го на ли че ты рёх уголь ни ка рав ны, пер пен ди ку ляр ны и точ-
 кой пе ре се че ния де лят ся по по лам, то этот че ты рёх уголь ник — квад-
 рат;
5) ес ли три сто ро ны че ты рёх уголь ни ка рав ны, а диа го наль яв ля ет ся
бис сек три сой од но го из его уг лов, то этот че ты рёх уголь ник — ромб?
В слу чае ут вер ди тель но го от ве та обос нуй те его, в слу чае от ри ца -
тель но го — на чер ти те че ты рёх уголь ник, ко то рый яв ля ет ся контр-
 при ме ром.
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820. На сто ро нах AB, BC и AC тре уголь ни ка ABC от ме че ны точ ки D, F
и E со от вет ст вен но так, что BD = BF = DE = EF. До ка жи те, что точ-
 ка F при над ле жит бис сек три се уг ла BDE.

821. Рас стоя ние от се ре ди ны хор ды AC ок руж но сти до диа мет ра AB рав-
 но 4 см. Най ди те хор ду BC, ес ли ∠BAC = 30°.

822. По строй те па рал ле ло грамм по его вер ши не и се ре ди нам сто рон, ко-
 то рым эта вер ши на не при над ле жит.

823. Бо ко вая сто ро на AB и мень шее ос но ва ние BC тра пе ции ABCD рав-
 ны со от вет ст вен но 16 см и 15 см. Ка кой из от рез ков пе ре се ка ет бис-
 сек три са уг ла BAD — ос но ва ние BC или бо ко вую сто ро ну CD?

824. Диа го наль рав но бо кой тра пе ции рав на боль ше му ос но ва нию и об ра -
зу ет с ним угол 40°. Най ди те уг лы тра пе ции.

825. Угол ме ж ду дву мя се ку щи ми, про хо дя щи ми че рез точ ку вне ок руж но -
сти, ра вен 35°. Гра дус ная ме ра боль шей ду ги ок руж но сти, рас по ло -
жен ной ме ж ду сто ро на ми это го уг ла, рав на 100°. Най ди те гра дус ную
ме ру мень шей ду ги, на хо дя щей ся ме ж ду сто ро на ми дан но го уг ла.

826. До ка жи те, что ес ли вер ши на уг ла ле жит вне ок руж но сти, а угол опи-
 ра ет ся на диа метр ок руж но сти, то этот угол — ост рый.

827. До ка жи те, что ес ли вер ши на уг ла ле жит внут ри ок руж но сти, а угол опи-
 ра ет ся на диа метр ок руж но сти, то этот угол — ту пой или раз вёрнутый.

828. Диа го на ли че ты рёх уголь ни ка ABCD, впи сан но го в ок руж ность, пер-
 пен ди ку ляр ны, ∠ACB = 10°, ∠BDC = 70°. Най ди те уг лы дан но го че ты-
 рёх уголь ни ка.

§ 2. По до бие тре уголь ни ков

829. Две па рал лель ные пря мые пе ре се ка ют од ну из сто рон уг ла с вер ши -
ной M в точ ках A и C, а дру гую — со от вет ст вен но в точ ках B и D.
Най ди те от рез ки MA и MC, ес ли MB : BD = 2 : 3 и MA + MC = 14 см.

830. Най ди те от но ше ние ос но ва ний тра пе ции, ес ли её диа го на ли де лят
сред нюю ли нию тра пе ции на три рав ные час ти.

831. На ме диа не BD тре уголь ни ка ABC от ме че на точ ка M так, что
BM : MD = 3 : 2. Пря мая AM пе ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке E. В ка-
 ком от но ше нии точ ка E де лит сто ро ну BC, счи тая от вер ши ны B?

832. Бис сек три са уг ла A па рал ле ло грам ма ABCD пе ре се ка ет диа го -
наль BD и сто ро ну BC в точ ках E и F со от вет ст вен но, BE : ED = 2 : 7.
Най ди те от но ше ние BF : FC.

833. Ме диа ны AD и BM тре уголь ни ка ABC пе ре се ка ют ся в точ ке O. Че -
рез точ ку O про ве де на пря мая, ко то рая па рал лель на сто ро не AC и пе-
 ре се ка ет сто ро ну BC в точ ке K. Най ди те BD, DK и KC, ес ли
BC = 18 см.
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834. Бис сек три са BD тре уголь ни ка ABC де лит сто ро ну AC на от рез ки AD
и DC, дли ны ко то рых от но сят ся как 3 : 5. Най ди те сто ро ны AB и BC,
ес ли их сум ма рав на 56 см.

835. Ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в рав но бед рен ный тре уголь ник, 

со став ля ет вы со ты, про ве дён ной к ос но ва нию тре уголь ни ка. Най -

ди те сто ро ны тре уголь ни ка, ес ли его пе ри метр ра вен 72 см.
836. Сто ро ны тре уголь ни ка рав ны 2,5 см, 4,5 см и 6 см. Най ди те сто ро ны

по доб но го ему тре уголь ни ка, ес ли его бЏльшая сто ро на рав на 24 см.
837. В тре уголь ник ABC впи сан ромб ADEF так, что угол A у них об щий,

а вер ши на E при над ле жит сто ро не BC. Най ди те сто ро ну ром ба, ес ли
AB = a, AC = b.

838. Пе ри метр па рал ле ло грам ма ра вен 72 см, а его вы со ты от но сят ся как
5 : 7. Най ди те сто ро ны па рал ле ло грам ма.

839. Да ны три точ ки, не ле жа щие на од ной пря мой. Про ве ди те пря мую,
рав но уда лён ную от этих то чек. Сколь ко ре ше ний име ет за да ча?

840. Пря мая MB пе ре се ка ет ок руж ность в точ ках A и B (точ ка A ле жит
ме ж ду точ ка ми M и B), а пря мая MD — в точ ках C и D (точ ка C ле-
 жит ме ж ду точ ка ми M и D), при чём AB = MC, MA = 20 см,
CD = 11 см. Най ди те от ре зок AB.

841. Пря мая AB ка са ет ся ок руж но сти в точ ке B, а пря мая AC пе ре се ка ет
ок руж ность в точ ках C и D (точ ка D ле жит ме ж ду точ ка ми A и C).
Най ди те от ре зок CD, ес ли AB = 6 см, AC = 9 см.

842. Хор ды AB и CD ок руж но сти пе ре се ка ют ся в точ ке M, CM = 4 см,
DM = 6 см, AM на 2 см боль ше BM. Най ди те хор ду AB.

843. На од ной сто ро не уг ла с вер ши ной в точ ке A от ме ти ли точ ки B и C,
а на дру гой — точ ки D и E, при чём AB = 10 см, AC = 18 см,
AD : AE = 5 : 9. Най ди те от ре зок CE, ес ли BD = 20 см.

§ 3. Ре ше ние пря мо уголь ных тре уголь ни ков

844. Ме диа на пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ве дён ная к ги по те ну зе,
рав на 10 см, а рас стоя ние ме ж ду се ре ди ной ги по те ну зы и ос но ва ни ем
вы со ты тре уголь ни ка, про ве дён ной к ги по те ну зе, рав но 6 см. Най ди -
те пе ри метр дан но го тре уголь ни ка.

845. Бо ко вая сто ро на рав но бед рен но го тре уголь ни ка рав на 15 см, а вы со -
та, про ве дён ная к ос но ва нию, на 6 см мень ше ос но ва ния. Най ди те ос-
 но ва ние тре уголь ни ка.

846. Из точ ки K, ле жа щей вне пря мой a, про ве де ны к этой пря мой на клон-
 ные KA и KB, ко то рые об ра зу ют с ней уг лы 45° и 30° со от вет ст вен но.
Най ди те про ек цию на клон ной KB на пря мую a, ес ли KA = см.8 6

2
9
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847. Пер пен ди ку ляр, про ве дён ный из точ ки пе ре се че ния диа го на лей ром-
 ба к его сто ро не, де лит её на от рез ки дли ной 4 см и 25 см. Най ди те
диа го на ли ром ба.

848. Ок руж ность, центр ко то рой при над ле жит ги по те ну зе пря мо уголь но -
го тре уголь ни ка, ка са ет ся боль ше го ка те та и про хо дит че рез вер ши ну
про ти во ле жа ще го ост ро го уг ла. Най ди те ра ди ус ок руж но сти, ес ли ка-
 те ты рав ны 5 см и 12 см.

849. Ка те ты пря мо уголь но го тре уголь ни ка рав ны 6 см и 8 см. Най ди те рас-
 стоя ние от вер ши ны мень ше го ост ро го уг ла тре уголь ни ка до цен тра
впи сан ной ок руж но сти.

850. Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из точ ки ок руж но сти на её диа метр, де-
 лит диа метр на два от рез ка, один из ко то рых на 27 см боль ше дру го -
го. Най ди те диа метр ок руж но сти, ес ли дли на пер пен ди ку ля ра рав на
18 см.

§ 4. Мно го уголь ни ки. Пло щадь мно го уголь ни ка

851. Пло щадь па рал ле ло грам ма ABCD рав на S. Най ди те пло щадь за кра -
шен ной фи гу ры (рис. 238).

852. Най ди те пло щадь па рал ле ло грам ма ABCD, ес ли BD � AD,
BD = 16 см, ∠A = 45°.

853. Най ди те пло щадь квад ра та, диа го наль ко то ро го рав на d.
854. Най ди те пло щадь рав но сто рон не го тре уголь ни ка, ес ли ра ди ус опи-

 сан ной око ло не го ок руж но сти ра вен R.
855. Ка тет пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен b, а про ти во ле жа щий ему

угол ра вен β. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка.
856. Ост рый угол пря мо уголь но го тре уголь ни ка ра вен α, а ги по те ну за рав-

 на c. Най ди те пло щадь тре уголь ни ка.
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857. Мень шее ос но ва ние рав но бо кой тра пе ции рав но 15 см, а вы со та —
см. Най ди те пло щадь тра пе ции, ес ли один из её уг лов ра вен

150°.
858. Диа го на ли рав но бо кой тра пе ции яв ля ют ся бис сек три са ми её ост рых

уг лов и точ кой пе ре се че ния де лят ся в от но ше нии 5 : 13. Най ди те пло-
 щадь тра пе ции, ес ли её вы со та рав на 90 см.

859. Пло щадь рав но бо кой тра пе ции рав на см2, а ост рый угол — 45°.
Най ди те вы со ту тра пе ции, ес ли в неё мож но впи сать ок руж ность.

860. Ре ши те кросс ворд.

По го ри зон та ли: 4. Древ не гре че ский учё ный. 6. Один из ви дов па рал -
ле ло грам ма. 9. Вспо мо га тель ная тео ре ма. 10. Угол, вер ши ной ко то ро го яв-
 ля ет ся центр ок руж но сти. 12. От но ше ние ка те та, при ле жа ще го к ост ро му
уг лу пря мо уголь но го тре уголь ни ка, к его ги по те ну зе. 13. От ре зок, со еди -
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няю щий две точ ки ок руж но сти. 16. Сум ма длин сто рон мно го уголь ни ка.
19. Сто ро на пря мо уголь но го тре уголь ни ка. 20. Сто ро на пря мо уголь но го
тре уголь ни ка, квад рат ко то рой ра вен сум ме квад ра тов двух дру гих его сто-
 рон. 21. Ав тор кни ги «На ча ла». 22. Со тая до ля чис ла. 23. Древ не гре че ский
фи ло соф. 24. Пря мая, про хо дя щая че рез точ ку ок руж но сти пер пен ди ку -
ляр но ра диу су, про ве дён но му в эту точ ку.

По вер ти ка ли: 1. Вид че ты рёх уголь ни ка. 2. От но ше ние ка те та, про ти -
во ле жа ще го ост ро му уг лу пря мо уголь но го тре уголь ни ка, к при ле жа ще му ка-
 те ту. 3. Угол, вер ши на ко то ро го ле жит на ок руж но сти, а сто ро ны пе ре се -
ка ют ок руж ность. 5. Од на из час тей ок руж но сти, на ко то рые её раз би ва ют
две точ ки. 7. Ве ли чи на. 8. Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из вер ши ны тре-
 уголь ни ка на пря мую, со дер жа щую про ти во ле жа щую сто ро ну. 11. Мно го -
уголь ни ки, имею щие рав ные пло ща ди. 14. Од на из час тей кру га, на ко то -
рые его раз би ва ют два ра диу са. 15. Ут вер жде ние, ис тин ность ко то ро го 
ус та нав ли ва ют с по мо щью до ка за тель ст ва. 17. Че ты рёх уголь ник, у ко то ро -
го две сто ро ны па рал лель ны, а две дру гие не па рал лель ны. 18. Од на из де-
 кар то вых ко ор ди нат точ ки. 19. Пря мо уголь ник, у ко то ро го все сто ро ны
рав ны.
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От ве ты и ука за ния к уп раж не ни ям

14. 18 см, 12 см, 6 см, 27 см. 15. 10 см, 8 см, 16 см, 30 см. 20. 1) 72°,
130°, 78°, 80°; 2) 22°, 230°, 28°, 80°. 22. 10 см. 26. Ука за ние. По строй те тре-
 уголь ник по двум со сед ним сто ро нам че ты рёх уголь ни ка и из вест но му уг лу
ме ж ду ни ми. Тре тья сто ро на это го тре уголь ни ка яв ля ет ся диа го на лью ис ко-
 мо го че ты рёх уголь ни ка. 29. Ука за ние. По строй те тре уголь ник ABC по
двум сто ро нам AB и BC и уг лу B ме ж ду ни ми. В тре уголь ни ке ACD из вест -
ны сто ро на AC, при ле жа щий угол CAD (∠CAD = ∠BAD − ∠BAC) и сум ма
сто рон AD и CD. По строе ние тре уголь ни ка по сто ро не, при ле жа ще му уг лу
и сум ме двух дру гих его сто рон рас смат ри ва лось в кур се гео мет рии 7 клас -
са. 34. 32°. 47. Пря мо уголь ный. 53. 9 см, 14 см. 57. AB = BC = CD = AD =
= 6 см. 58. 32 см. 59. 45°, 135°. 60. 6 см, 12 см. 64. 80 см. 65. 9 см, 24 см.
66. 20 см, 24 см. 67. 6 см. 68. 48°, 132°. 71. 40 см. 72. 5 см, 9 см. 74. 25 см.
77. 3. 78. 2 : 1. 79. 72°, 108°. 82. Ука за ние. Ис ко мая точ ка яв ля ет ся точ кой
пе ре се че ния вы сот тре уголь ни ка ABC. 84. Ука за ние. До ка жи те, что
ΔMAD = ΔDKC = ΔMBK. 85. Ука за ние. По строй те па рал ле ло грамм, од на
вер ши на ко то ро го сов па да ет с вер ши ной дан но го уг ла, две дру гие вер ши ны
ле жат на сто ро нах уг ла, а точ ка пе ре се че ния диа го на лей па рал ле ло грам ма
сов па да ет с дан ной точ кой. 86. 24 см или 14 см. 108. 32°. 109. 16 см.
119. 6 см, 12 см. 120. 5 см, 10 см. 121. 15 см, 25 см. 122. 12 см. 124. Ука за -
ние. Пусть CM — ме диа на пря мо уголь но го тре-
 уголь ни ка ABC, про ве дён ная к ги по те ну зе AB
(рис. 239). На про дол же нии от рез ка CM за точ-
 ку M от ло жи те от ре зок MD, рав ный CM. Оп -
ре де ли те вид че ты рёх уголь ни ка ACBD и вос-
 поль зуй тесь свой ст ва ми че ты рёх уголь ни ков та-
 ко го ви да. 127. 30°, 60°. Ука за ние. По ка жи те,
что в пря мо уголь ном тре уголь ни ке ABM ги по -
те ну за AM в 2 раза боль ше ка те та BM.
128. 4,5 см. 131. 1) Ука за ние. За да ча сво дит ся
к по строе нию пря мо уголь но го тре уголь ни ка по
ги по те ну зе и раз но сти ка те тов. На ри сун ке 240
изо бра жён пря мо уголь ный тре уголь ник ACB,
в ко то ром из вест ны ги по те ну за AB и раз ность
ка те тов. На ка те те BC от ме че на точ ка M так,
что CM = AC. То гда BM = BC − AC. От сю да
∠AMB = 135°. Сле до ва тель но, мож но по стро -
ить тре уголь ник AMB по сто ро нам AB и MB
и уг лу AMB. 132. 48°. 133. 90°. 134. ΔACE — рав но бед рен ный. 157. 6 см.
160. 1) Ука за ние. За да ча сво дит ся к по строе нию пря мо уголь но го тре уголь-
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 ни ка по сум ме ка те тов и ост ро му уг лу. На ри сун ке 241
изо бра жён пря мо уголь ный тре уголь ник ABC, в ко то -
ром из вест ны угол A и сум ма ка те тов AC и CB. То гда
AM = AC + CB, ∠CMB = 45°. Тре уголь ник AMB мож-
 но по стро ить по сто ро не AM и двум при ле жа щим уг -
лам. 161. Ука за ние. Се ре ди на от рез ка NK — точ ка O
яв ля ет ся точ кой пе ре се че ния диа го на лей ром ба. То -
гда пря мая MO па рал лель на сто ро нам BC и AD. Дли -
на от рез ка MO рав на по ло ви не сто ро ны ром ба.
163. 30°, 72°, 78°; 18 см. 174. 28 см. 177. 48 см.
180. Ука за ние. До ка жи те, что AC � MK. 181. Ука за -
ние. По строй те рав но бед рен ный пря мо уголь ный тре-
 уголь ник с ги по те ну зой MK. 182. Ука за ние. По строй -
те два пря мо уголь ных тре уголь ни ка, в ка ж дом из ко то рых один ка тет ра вен
сто ро не квад ра та, а ги по те ну зы яв ля ют ся дан ны ми от рез ка ми. До ка жи те
ра вен ст во этих тре уголь ни ков. 184. Ука за ние. По строй те рав но сто рон ний
тре уголь ник BO1C так, что бы точ ка O1 при над ле жа ла квад ра ту. По ка жи те,
что ∠O1AD = ∠O1DA = 15°. От сю да сле ду ет, что точ ки O и O1 сов па да ют.
185. Ука за ние. На про дол же нии от рез ка CD за точ ку D от меть те точ ку
M1 так, что бы DM1 = BM. До ка жи те, что ∠EAM1 = ∠EM1A. 202. 28 см.
206. MK = 4 см. Ука за ние. Про ве ди те сред нюю ли нию тре уголь ни ка ABC.
207. 9 см. Ука за ние. Рас смот ри те тре уголь ник, для ко то ро го от ре зок MK
яв ля ет ся сред ней ли ни ей. 210. Ука за ние. Пусть точ ки M, K и F — се ре ди -
ны от рез ков AB, AD и AC со от вет ст вен но. Оп ре де ли те, ка ким пря мым
при над ле жат вы со ты тре уголь ни ка MKF. 211. Ука за ние. Пусть точ ки E, F
и K — се ре ди ны от рез ков AC, BC и BD со от вет ст вен но. До ка жи те, что тре-
 уголь ник EFK рав но бед рен ный. 213. 37°. 214. 8 см. 234. 16 см, 34 см.
236. 16 см. 237. 50°, 60°. 239. 28 см. 247. 7,2 см, 10,8 см. 249. 2h. 250. 8 см,
20 см, 20 см, 20 см. 251. 12 см, 12 см, 12 см. 252. 60°, 120°. 253. 8 см, 16 см.
254. 60°, 120°. 255. Ес ли ост рый угол тра пе ции ра вен 45°. 260. 7 см.

261. 13 см, 21 см. 264. . 265. 72°, 108°. 266. 8 см. Ука за ние. Про ве ди те

че рез вер ши ну C пря мую, па рал лель ную пря мой BD. Пусть E — точ ка пе ре-
 се че ния про ве дён ной пря мой с пря мой AD. Рас смот ри те тре уголь -
ник ACE. 267. Ука за ние. Точ ка пе ре се че ния бис сек трис яв ля ет ся вер ши -
ной пря мо уголь но го тре уголь ни ка, ги по те ну зой ко то ро го яв ля ет ся бо ко вая
сто ро на тра пе ции. Рас смот ри те ме диа ну это го тре уголь ни ка, про ве дён ную
к ги по те ну зе, и до ка жи те, что она па рал лель на ос но ва ни ям тра пе ции.
268. 1) Ука за ние. Че рез од ну из вер шин мень ше го ос но ва ния c помощью
цир ку ля и линейки про ве ди те пря мую, па рал лель ную бо ко вой сто ро не тра-
 пе ции. За да ча све лась к по строе нию тре уголь ни ка по трём сто ро нам; 
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2) Ука за ние. Че рез од ну из вер шин мень ше го ос но ва ния про ве ди те пря-
 мую, па рал лель ную диа го на ли тра пе ции. За да ча све лась к по строе нию тре-
 уголь ни ка по двум сто ро нам и вы со те, про ве дён ной к треть ей сто ро не.
271. a + b. Ука за ние. Пусть O — точ ка пе ре се че ния диа го на лей па рал ле ло -
грам ма. Про ве ди те пер пен ди ку ля ры AM, OK и CE к пря мой, про-

 хо дя щей че рез точ ку B, и по ка жи те, что . 275. 1) 120°; 2) 120°. 

297. Ука за ние. Про ве ди те хор ду BC и вос поль зуй тесь тем, что ∠AMC —
внеш ний угол тре уголь ни ка BMC. 298. Ука за ние. Про ве ди те хор ду BC
и вос поль зуй тесь тем, что ∠ABC — внеш ний угол тре уголь ни ка BMC.
299. 10°. 300. 40°, 40°, 100°. 301. 120°, 20°, 40°. 306. 56°, 56°, 68°. 308. Ука -
за ние. По строй те вы со ты тре уголь ни ка ABC из вер шин A и B. 309. Ука -
за ние. Че рез точ ки ка са ния ок руж но стей про ве ди те их об щую ка са тель -
ную. Вос поль зо вав шись клю че вой за да чей § 9, до ка жи те, что рас смат ри -
вае мые хор ды па рал лель ны об щей ка са тель ной. 310. Ука за ние. ∠MBD =
= ∠MBC + ∠CBD = ∠MBA + ∠BAC = ∠BMD. 311. Ис ко мое ГМТ — две ду-
 ги, изо бра жён ные на ри сун ке 242, за ис клю че ни ем то чек A и B. Ука за ние. 

Про ве ди те два лу ча AC и BC так, что . Пусть эти 

лу чи пе ре се ка ют ся в точ ке C. Оче вид но, что ∠ACB = α. Опи ши те ок руж -
ность око ло тре уголь ни ка ABC. Вы пол нив ана ло гич ное по строе ние в дру-
 гой по лу плос ко сти от но си тель но пря мой AB, по лу чи те тре уголь ник ABC1,
око ло ко то ро го так же опи ши те ок руж ность. Ду ги ACB и AC1B, за ис клю -
че ни ем то чек A и B, яв ля ют ся ис ко мым ГМТ. 313. Ука за ние. Вос поль зуй -
тесь ре зуль та та ми за да чи 311. 314. Ука за ние. Пусть O — точ ка пе ре се че -
ния диа го на лей па рал ле ло грам ма ABCD, точ ка M — се ре ди на сто ро ны AD

(рис. 243). То гда . Треуголь ник AOD мож но по стро ить (см. за-

OK a b= +
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 да чу 313). 316. Ис ко мое ГМТ вы де ле но на рис. 244 си ним цве том. 317. Ука-
за ние. ∠DCB = ∠DAB = ∠1 (рис. 245). То гда ∠OCD = ∠1 + ∠2. ∠COD =
= ∠1 + ∠ACO. Од на ко ∠ACO = ∠2. Сле до ва тель но, ∠OCD = ∠COD.
318. Ука за ние. Пусть от рез ки AA1 и CC1 пе ре се ка ют ся в точ ке M. Вы чис -
ли те угол C1MB1, вос поль зо вав шись ре зуль та та ми за да чи 297. 319. Ука за -
ние. По строй те ок руж ность с цен тром в точ ке O1 и ра диу сом, рав ным раз-
 но сти ра диу сов дан ных ок руж но стей. Про ве ди те че рез точ ку O2 ка са тель -
ную к по стро ен ной ок руж но сти. 320. Ука за ние. Пусть O — центр
впи сан ной ок руж но сти тре уголь ни ка ABC, в ко то ром из вест ны угол B

и сто ро на AC. До ка жи те, что . В тре уголь ни ке AOC из-

 вест ны сто ро на AC, угол AOC и вы со та, про ве дён ная из вер ши ны O (ра ди -
ус впи сан ной ок руж но сти). Да лее см. за да чу 312.
321. Ука за ние. На ри сун ке 246 изо бра жён тре-
 уголь ник ABC, в ко то ром из вест ны сто ро на AC,
угол B и ме диа на, про ве дён ная к сто ро не BC.
Про ве ди те сред нюю ли нию MN тре уголь ни -
ка ABC. То гда ∠NMC = ∠B. По строй те ГМТ то-
 чек X та ких, что ∠NXC = ∠B. 322. 9 см, 10 см,
11 см. 323. P1 + P2 + P3. 324. Пря мо уголь ный или
рав но бед рен ный. 342. 90°. 343. 6 см. 347. 88°, 74°,
92°, 106°. 348. 62°, 118°. 350. 196 см. 351. 6 см. 352. 60°, 120°. 353. . Ука -

за ние. До ка жи те, что угол ме ж ду диа го на лью и бЏльшим ос но ва ни ем тра пе-
 ции ра вен 60°. Да лее вос поль зуй тесь клю че вой за да чей § 8. 354. 6 см. Ука -
за ние. До ка жи те, что центр ок руж но сти, опи сан ной око ло тра пе ции, яв ля -
ет ся се ре ди ной боль ше го ос но ва ния. 355. Ука за ние. Опи ши те ок руж ность
око ло че ты рёх уголь ни ка CMKB. 357. 30°. Ука за ние. До ка жи те, что око ло
че ты рёх уголь ни ка AMOK мож но опи сать ок руж ность, и вос поль зуй тесь
тем, что бис сек три сы тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной точ ке. 358. 60°.
Ука за ние. Обо зна чив ∠N = α, вы ра зи те че рез α угол AOB. 359. Ука за ние.
До ка жи те, что око ло че ты рёх уголь ни ка ACBO мож но опи сать ок руж ность.
360. Ука за ние. До ка жи те, что угол CPB не из ме ня ет свою ве ли чи ну.
361. Ука за ние. Вос поль зуй тесь тем, что в пря мо уголь ных тре уголь ни -
ках APK и AMQ ост рые уг лы APQ и AMQ рав ны. 362. Ука за ние. Точ -
ки A, C, A1 и C1 ле жат на ок руж но сти с диа мет ром AC. Вос поль зуй тесь тем,
что се ре дин ный пер пен ди ку ляр хор ды про хо дит че рез центр ок руж но сти.
363. Ука за ние. До ка жи те, что сред няя ли ния дан ной тра пе ции рав на сум-
 ме ра диу сов по стро ен ных ок руж но стей. 366. 128°. 386. 30 см. 388. 12 см.
389. 4 см. 390. 6 см, 45°. 392. 20 см, 24 см. 393. 5 см, 10 см. 395. 8 см, 12 см.
397. 6 см, 5 см, 6 см. 398. 15 см, 12 см, 21 см. 399. 15 см. 402. 45 см.
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404. 21 см, 15 см. 405. 45 см, 18 см. 406. 30 см, 50 см. 407. 7 : 9. 408. 3 : 5.
409. 9 см. 410. 50 см. 411. 3 : 5. Ука за ние. Про ве ди те че рез точ ку K пря-
 мую, па рал лель ную пря мой AM. 412. 1) 3 : 7. Ука за ние. Че рез точ ку M
про ве ди те пря мую, па рал лель ную пря мой BK; 2) 2 : 3. Ука за ние. Про ве ди -
те че рез точ ку K пря мую, па рал лель ную пря мой CM. 413. Ука за ние. Вос -
поль зуй тесь тем, что сред няя ли ния тра пе ции де лит диа го наль по по лам.
415. 2) Ука за ние. Пусть дан угол ABC. Про ве ди те пря мую OK, па рал лель -
ную лу чу BC (точ ка K при над ле жит сто ро не AB). На лу че KA от меть те точ-
 ку M та кую, что MK : KB = 2 : 3. 416. 3) Ука за ние. По строй те пря мо -
уголь ный тре уголь ник BDK, у ко то ро го ка тет BD ра вен дан ной вы со те,
а ги по те ну за BK — дан ной ме диа не. По дан но му уг лу и уг лу BKD най ди те
угол ме ж ду дву мя ме диа на ми тре уголь ни ка; 4) Ука за ние. Пусть  ABC — ис-
 ко мый тре уголь ник, ме диа ны AA1, BB1 и CC1 ко то ро го пе ре се ка ют ся в точ-
 ке M. На лу че MB1 от меть те точ ку F так, что MB1 = B1F. Тре уголь ник MCF
мож но по стро ить по трём сто ро нам. 417. 2) Ука за ние. Пусть  ABC — ис ко-
 мый тре уголь ник, ме диа ны AA1 и CC1 ко то ро го пе ре се ка ют ся в точ ке M.
Тре уголь ник AMC мож но по стро ить по двум сто ро нам и вы со те, про ве -
дён ной к треть ей сто ро не. 419. Ука за ние. Про ве ди те че рез точ ку C пря-
 мую, па рал лель ную пря мой BD. Пусть про ве дён ная пря мая пе ре се ка ет сто-
 ро ну AB в точ ке E. До ка жи те, что BC = BE, и вос поль зуй тесь тео ре мой
о про пор цио наль ных от рез ках. 420. a. 421. 11 см. 432. 33 м. 439. 6 см.
440. 9 см. 441. 40 см, 60 см. 442. 36 см. 443. 8 см. 444. 4,8 см. Ука за ние. Че -
рез вер ши ну A про ве ди те пря мую, па рал лель ную BD. 445. 6 см, 12 см.
446. 36 см. 447. 1) 30°, 30°, 120°; 2) 30°, 60°, 90°. 463. 6 см, 30 см.
464. 10,5 см, 13,5 см. 467. 42 см. 468. 10 см, 14 см. 469. 12,5 см, 3,5 см.
471. 12 м. 475. 24 см. 476. 16 см. 477. 16 см. 478. 5 см. Ука за ние. Про ве ди -
те че рез точ ку P диа метр ок руж но сти и вос поль зуй тесь клю че вой за да чей 1 

§ 13. 479. 10 см. 480. 27 см. 481. 2) 36 см. 482. 10 см. 483. . 484. 27 см, 

15 см. 485. 1) 20°, 160°; 2) 50°, 130°. 487. 18 см. 496. 18 см, 30 см. 497. 50 см, 

20 см. 498. 6 см. 500. . Ука за ние. До ка жи те, что ΔKBM  � ΔABC с ко -

эф фи ци ен том по добия . 501. 6 см. Ука за ние. До ка жи те, что 

ΔABC � ΔBDC. 502. Ука за ние. До ка жи те, что ΔAHC � ΔABD по вто ро му
при зна ку по до бия тре уголь ни ков. От сю да ∠ACH = ∠ABD. 503. Ука за ние.
До ка жи те, что из по до бия тре уголь ни ков BMC и CMK сле ду ет по до бие
тре уголь ни ков ABM и KAM. 505. Ука за ние. Пусть ок руж но сти пе ре се ка -
ют ся в точ ках E и F. Для двух пар хорд AB и EF, CD и EF при ме ни те клю -
че вую за да чу 1 § 13. 506. 9 см, 14 см. 508. 10 см. 514. 15 см, 20 см. 515. 30 см,
24 см. 516. см, см. 517. 14,5 см. 518. 62 см. 519. 12,5 см.2 5 4 5

b
a b+

ab
a b+

ah
a h+
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520. 12,8 см. 521. 2,5 см. 522. 196 см. Ука за ние. До ка жи те, что кон цы бо-
 ко вой сто ро ны тра пе ции и центр впи сан ной ок руж но сти яв ля ют ся вер ши -
на ми пря мо уголь но го тре уголь ни ка. 523. 18 см. 525. 7 см, 14 см. 526. 14 см. 

527. 74°, 74°, 74°, 138°. 542. 13 см. 543. 10 см. 544. . 545. . 546. .

547. . 548. а) см; б) см; в) см. 549. а) см; б) 1 см. 

550. см. 551. см. 552. см. 553. см. 554. 10 см, 10 см,
12 см. 555. 40 см, 25 см, 25 см. 556. 20 см. 557. 20 см. 558. 24 см. 559. 1,5 см, 
22,5 см. 560. 8 см, 6 см, 10 см. 561. 6 см, см. 562. 168 см. 563. 200 см.
564. 20 лок тей. 565. см. Ука за ние. До ка жи те, что бо ко вая сто ро на
тра пе ции рав на её боль ше му ос но ва нию. 566. см. 567. см.
568. см. 569. 128 см. Ука за ние. Вос поль зуй тесь свой ст вом бис сек -
три сы уг ла тре уголь ни ка и най ди те от но ше ние бо ко вой сто ро ны к по ло ви -
не ос но ва ния. 570. 162 см. 571. 54 см. 572. см. 573. 10 см, см, 

см. 574. 26 см. 575. фу та. 595. 45°, 135°. 598. 1) 1; 2) 0. 599. 0,28; 

0,96; . 600. . Ука за ние. Из по до бия тре уголь ни ков AMC и BDC сле ду-

 ет, что . 601. . Ука за ние. Вос поль зуй тесь тем, что 

. 602. Ука за ние. Из точ ки F опус ти те пер пен ди ку ляр на от ре зок ED. 

Най ди те тан ген сы уг лов E и B. 603. 3 см. 604. 12 см. 605. 14 см. 621. 2a, 

. 622. a, . 625. 8 см. 626. 16 см. 627. 15 см. 628. см. 629. .

630. , , . 631. a tg ϕ, ,  a sin ϕ. 632. , . 

633. , , . 634. . 635. . 636. см, см, 

см. 638. ∠A = 86°, ∠B = 111°, ∠C = 94°, ∠D = 69°. 

639. 18 см, 21 см. 654. 3) . 655. 12 сто рон, 1800°. 

658. 150°, 60°, 150°. 659. Пя ти уголь ник. 660. Ука за ние.
Пусть ABCDEF — шес ти уголь ник, ка ж дый угол ко то ро го
ра вен 120°. Ес ли про вес ти се ку щую MN (рис. 247), то
сум ма уг лов пя ти уголь ни ка ABMNF бу дет рав ной 540°.
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То гда сум ма уг лов BMN и FNM рав на 180°. 662. 80 см. 663. см.
664. см. 674. 0,000126 Н. 675. 12 000 Н. 676. d2 sin α cos α. 677. см2.
686. В 2 раза. 687. Ни од но го, или два, или три. 688. Ни од но го или два.
689. 504 см2. 690. 30 см. 691. Ука за ние. По строй те пря мо уголь ный тре-
 уголь ник, ка те ты ко то ро го рав ны сто ро нам дан ных квад ра тов.
692. Ука за ние. Сто ро на ис ко мо го квад ра та . 694. 24 см. 695. 2 см.
704. 1) Два ре ше ния: 4 см и 9 см; 2) од но ре ше ние: 8 см. 705. 300 см2.
706. 120 см2. 707. см2. 708. ab sin α. 709. см2. 710. см2.

711. 37,5 см2. 712. . 714. 72 см2. 715. 360 см2. 719. 1 : 7. 732. см2.

733. см2. 734. 170 см2. 735. b2 sin α cos α. 736. . 737. . 738. .

739. см. 740. 96 см2. 741. 108 см2. 742. 768 см2. 744. 52 см. 745. 336 см2.

746. 1080 см2. 757. Ука за ние. Уч ти те, что тре уголь ни ки ABX и AXM име -
ют об щую вы со ту. Это же свой ст во име ют и треуголь ни ки CBX и CXM.
758. 120 см2. 759. 20 см, см, см. 760. 1176 см2. 761. 9,6 см2.

762. см2. Ука за ние. Вос поль зо вав шись свой ст вом бис сек три сы тре-

 уголь ни ка, най ди те от но ше ние бо ко вой сто роны и по ло ви ны ос но ва ния

тре уголь ни ка. 763. см2. 764. 19 см2. Ука зание. Вос поль зуй тесь резуль-

та та ми за дач 750 и 757. 765. Ука за ние. Про ве ди те пря мые AM, BM и CM
и вос поль зуй тесь ре зуль та та ми за да чи 757. 766. Ука за ние. Про ве ди те ме-
 диа ну AM. Пусть N — та кая точ ка на сто ро не BC, что AN � DM. До ка жи те,
что пря мая DN — ис ко мая. 768. 78°, 78°, 24°. 769. см. 770. 80 см.
782. 108 см2. 783. 195 см2. 784. 840 см2. 785. 132 см2. 786. см2.
787. 1640 см2. 788. см2. 789. 294 см2. 793. 512 см2. 794. 192 см2.
795. 336 см2. Ука за ние. В дан ной тра пе ции ABCD (BC � AD) че рез вер ши-
ну C про ве ди те пря мую CF, па рал лель ную BD (точ ка F при над ле жит AD),

и рас смот ри те тре уголь ник ACF. 796. . Ука за ние. До ка жи те, что

угол при боль шем ос но ва нии тра пеции ра вен 60°. 797. 156 см2. Ука за ние.
Пусть O — центр ок руж но сти, впи сан ной в тра пе цию ABCD (BC � AD).
До ка жи те, что тре уголь ник AOB яв ля ет ся пря мо уголь ным, и най ди те его
вы со ту, про ве дён ную из вер ши ны O. 798. 588 см2. 799. 2187 см2. Ука за ние.
До ка жи те, что диа го наль дан ной тра пе ции яв ля ет ся бис сек три сой уг ла при
ос но ва нии. Да лее вос поль зуй тесь свой ст вом бис сек три сы тре уголь ни ка.

800. 936 см2. 801. . Ука за ние. Про ве ди те сред нюю ли нию MN тра пе ции.S
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До ка жи те, что вы со ты тре уголь ни ков MCN и MND, про ве дён ные из вер-
 шин C и D, рав ны по ло ви не вы со ты тра пе ции. 802. 15 см, 10 см. 803. 60°,
120°. 804. 38 см. 806. 64 см или 74 см. 807. 10 см, 18 см. 808. 60°. 809. a − b.
811. 1) Нет; 2) да; 3) нет; 4) да; 5) нет; 6) да; 7) да. Ука за ние. До ка жи те, что
точ кой пе ре се че ния диа го на ли де лят ся по по лам. 812. 1) Да; 2) да; 3) нет.

813. 30°, 150°. 814. 40°, 70°, 70°. 815. 45°. 816. 18 см. 818. 56 см. 821. см.

823. CD. 824. 70°, 110°. 825. 30°. 828. 80°, 100°, 150°, 30°. 829. 4 см, 10 см.
830. 1 : 2. 831. 3 : 4. 832. 2 : 5. 833. 9 см, 3 см, 6 см. 834. 21 см, 35 см.

835. 28 см, 28 см, 16 см. 837. . 838. 21 см, 15 см. 840. 25 см. 841. 5 см.

842. 10 см. 843. 36 см. 844. см. 845. 18 см. 846. 24 см.

847. см, см. 848. см. 849. см. 850. 45 см. 851. а) ;

б) . 852. 256 см2. 853. . 854. . 855. . 856. .

857. см2. 858. 24 300 см2. 859. 6 см.72 3
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От ве ты к за да ни ям в тес то вой фор ме 
«Про верь те се бя»
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Но мер
за да ния

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 Б Г А А В В Г А В В

2 Б В В В Б В Г Б Г А

3 В Б В Б Г В Б В Г Б

4 Б В А Г А Г Г Б Г В



Сведения из курса геометрии 7 класса

Про стей шие гео мет ри че ские фи гу ры и их свой ст ва

1. Точ ки и пря мые

✔ Ос нов ное свой ст во пря мой. Че рез лю бые две точ ки мож но про вес -
ти пря мую, и при том толь ко од ну.

✔ Две пря мые, имею щие об щую точ ку, на зы ва ют пе ре се каю щи ми ся.

✔ Лю бые две пе ре се каю щие ся пря мые име ют толь ко од ну об щую точ ку.

2. От ре зок и его дли на

✔ Точ ки A и B пря мой a (рис. 248) ог ра -
ни чи ва ют часть пря мой, ко то рую вме-
 сте с точ ка ми A и B на зы ва ют от рез -
ком, а точ ки A и B — кон ца ми это го от-
 рез ка.

✔ Два от рез ка на зы ва ют рав ны ми, ес ли их мож но со вмес тить на ло же -
ни ем.

✔ Рав ные от рез ки име ют рав ные дли ны, и на обо рот, ес ли дли ны от рез -
ков рав ны, то рав ны и са ми от рез ки.

✔ Ос нов ное свой ст во дли ны от рез ка. Ес ли точ ка C яв ля ет ся внут рен-
 ней точ кой от рез ка AB, то от ре зок AB ра вен сум ме от рез ков AC
и CB, т. е. AB = AC + CB.

✔ Рас стоя ни ем ме ж ду точ ка ми A и B на зы ва ют дли ну от рез ка AB.

3. Луч. Угол

✔ Точ ка O пря мой AB (рис. 249) раз би -
ва ет пря мую на две час ти, ка ж дую из
ко то рых вме сте с точ кой O на зы ва ют
лу чом или по лу пря мой. Точ ку O на зы -
ва ют на ча лом лу ча.

✔ Два лу ча, имею щие об щее на ча ло и ле жа щие на од ной пря мой, на зы -
ва ют до пол ни тель ны ми.
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✔ Два лу ча OA и OB, имею щие об щее на-
 ча ло (рис. 250), раз би ва ют плос кость на
две час ти, ка ж дую из ко то рых вме сте с
лу ча ми OA и OB на зы ва ют уг лом. Лу чи
OA и OB на зы ва ют сто ро на ми уг ла, а
точ ку O — вер ши ной уг ла.

✔ Угол, сто ро на ми ко то ро го яв ля ют ся до-
 пол ни тель ные лу чи, на зы ва ют раз вёр -
ну тым.

✔ Два уг ла на зы ва ют рав ны ми, ес ли их мож но со вмес тить на ложением.

✔ Бис сек три сой уг ла на зы ва ют луч с на ча лом в его вер ши не, де ля щий
этот угол на два рав ных уг ла.

4. Из ме ре ние уг лов

✔ Ка ж дый угол име ет оп ре де лён ную ве ли чи ну (гра дус ную ме ру).

✔ Угол, гра дус ная ме ра ко то ро го мень ше 90°, на зы ва ют ост рым. 
Угол, гра дус ная ме ра ко то ро го рав на 90°, на зы ва ют пря мым. 
Угол, гра дус ная ме ра ко то ро го боль ше 90°, но мень ше 180°, на зы ва ют
ту пым.

✔ Рав ные уг лы име ют рав ные ве ли чи ны,
и на обо рот, ес ли ве ли чи ны уг лов рав-
 ны, то рав ны и са ми уг лы.

✔ Ос нов ное свой ст во ве ли чи ны уг ла.
Ес ли луч OC де лит угол AOB на два уг -
ла AOC и COB (рис. 251), то ∠ AOB =
= ∠ AOC + ∠COB.

5. Смеж ные и вер ти каль ные уг лы

✔ Два уг ла на зы ва ют смеж ны ми, ес ли у них од на сто ро на об щая, а две
дру гие яв ля ют ся до пол ни тель ны ми лу ча ми.

✔ Сум ма смеж ных уг лов рав на 180°.

✔ Два уг ла, от лич ных от раз вёр ну то го, на зы ва ют вер ти каль ны ми, ес ли
сто ро ны од но го уг ла яв ля ют ся до пол ни тель ны ми лу ча ми сто рон дру-
 го го.

✔ Вер ти каль ные уг лы рав ны.
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6. Пер пен ди ку ляр ные пря мые. Се ре дин ный пер пен ди ку ляр

✔ Две пря мые на зы ва ют пер пен ди ку ляр ны ми, ес ли при их пе ре се че нии
об ра зо вал ся пря мой угол.

✔ Не пер пен ди ку ляр ные пря мые при пе ре се че нии об ра зу ют па ру рав-
 ных ост рых уг лов и па ру рав ных ту пых уг лов. Ве ли чи ну ост ро го уг ла
на зы ва ют уг лом ме ж ду не пер пен ди ку ляр ны ми пря мы ми.

✔ Ес ли пря мые пер пен ди ку ляр ны, то счи та ют, что угол ме ж ду ни ми ра-
 вен 90°.

✔ Два от рез ка на зы ва ют пер пен ди ку ляр ны ми, ес ли они ле жат на пер-
 пен ди ку ляр ных пря мых.

✔ На ри сун ке 252 изо бра же ны пря мая a и пер-
 пен ди ку ляр ный ей от ре зок AB, ко нец B ко то -
ро го при над ле жит пря мой a. В та ком слу чае
го во рят, что из точ ки A на пря мую a опу щен
пер пен ди ку ляр AB. Точ ку B на зы ва ют ос но ва -
ни ем пер пен ди ку ля ра AB.

✔ Дли ну пер пен ди ку ля ра AB на зы ва ют рас стоя -
ни ем от точ ки A до пря мой a. Ес ли точ ка A при над ле жит пря мой a,
то счи та ют, что рас стоя ние от точ ки A до пря мой a рав но ну лю.

✔ Опус тим из точ ки A на пря мую a пер пен ди ку -
ляр AB (рис. 253). Пусть X — про из воль ная
точ ка пря мой a, от лич ная от точ ки B. От ре -
зок AX на зы ва ют на клон ной, про ве дён ной из
точ ки A к пря мой a.

✔ Че рез дан ную точ ку про хо дит толь ко од на
пря мая, пер пен ди ку ляр ная дан ной.

✔ Пря мую, пер пен ди ку ляр ную от рез ку и про хо дя щую че рез его се ре ди -
ну, на зы ва ют се ре дин ным пер пен ди ку ля ром от рез ка.

✔ Ка ж дая точ ка се ре дин но го пер пен ди ку ля ра от рез ка рав но уда ле на от
кон цов это го от рез ка.

✔ Ес ли точ ка рав но уда ле на от кон цов от рез ка, то она при над ле жит се-
 ре дин но му пер пен ди ку ля ру это го от рез ка.
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Тре уголь ни ки

7. Тре уголь ник и его эле мен ты. Рав ные тре уголь ни ки

✔ Три точ ки A, B и C, не ле жа щие на од ной
пря мой, со еди не ны от рез ка ми (рис. 254).
Об ра зо вав шая ся фи гу ра ог ра ни чи ва ет часть
плос ко сти, ко то рую вме сте с от рез ка ми AB,
BC и CA на зы ва ют тре уголь ни ком. Точ ки
A, B, C на зы ва ют вер ши на ми, а от рез ки
AB, BC, CA — сто ро на ми тре уголь ни ка.
Тре уголь ник на зы ва ют и обо зна ча ют по его
вер ши нам.

✔ В тре уголь ни ке ABC угол B на зы ва ют уг лом, про ти во ле жа щим сто ро-
 не AC, а уг лы A и C — уг ла ми, при ле жа щи ми к сто ро не AC.

✔ Пе ри мет ром тре уголь ни ка на зы ва ют сум му длин всех его сто рон.

✔ Тре уголь ник на зы ва ют ост ро уголь ным, ес ли все его уг лы ост рые.
Тре уголь ник на зы ва ют пря мо уголь ным, ес ли один из его уг лов пря-
 мой. 
Тре уголь ник на зы ва ют ту по уголь ным, ес ли один из его уг лов ту пой.

✔ Сто ро ну пря мо уголь но го тре уголь ни ка, про ти во ле жа щую пря мо му уг-
 лу, на зы ва ют ги по те ну зой, а сто ро ны, при ле жа щие к пря мо му уг лу, —
ка те та ми.

✔ Не ра вен ст во тре уголь ни ка. Ка ж дая сто ро на тре уголь ни ка мень ше
сум мы двух дру гих его сто рон.

✔ Два тре уголь ни ка на зы ва ют рав ны ми, ес ли их мож но со вмес тить на-
 ло же ни ем.

✔ Те па ры сто рон и уг лов, ко то рые со вме ща ют ся при на ло же нии тре-
 уголь ни ков, на зы ва ют со от вет ст вен ны ми сто ро на ми и со от вет ст вен -
ны ми уг ла ми.

✔ В тре уголь ни ке про тив рав ных сто рон ле жат рав ные уг лы.

✔ В тре уголь ни ке про тив рав ных уг лов ле жат рав ные сто ро ны.

✔ В тре уголь ни ке про тив боль шей сто ро ны ле жит боль ший угол, и на-
 обо рот, про тив боль ше го уг ла ле жит бЏльшая сто ро на.
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8. Вы со та, ме диа на, бис сек три са тре уголь ни ка

✔ Пер пен ди ку ляр, опу щен ный из вер ши ны тре уголь ни ка на пря мую,
со дер жа щую про ти во ле жа щую сто ро ну, на зы ва ют вы со той тре уголь-
 ни ка.

✔ От ре зок, со еди няю щий вер ши ну тре уголь ни ка с се ре ди ной про ти во -
ле жа щей сто ро ны, на зы ва ют ме диа ной тре уголь ни ка.

✔ От ре зок бис сек три сы уг ла тре уголь ни ка, со еди няю щий вер ши ну тре-
 уголь ни ка с точ кой про ти во ле жа щей сто ро ны, на зы ва ют бис сек три -
сой тре уголь ни ка.

9. При зна ки ра вен ст ва тре уголь ни ков

✔ Пер вый при знак ра вен ст ва тре уголь ни ков: по двум сто ро нам
и уг лу ме ж ду ни ми. Ес ли две сто ро ны и угол ме ж ду ни ми од но го
тре уголь ни ка рав ны со от вет ст вен но двум сто ро нам и уг лу ме ж ду ни-
 ми дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь ни ки рав ны.

✔ Вто рой при знак ра вен ст ва тре уголь ни ков: по сто ро не и двум
при ле жа щим к ней уг лам. Ес ли сто ро на и два при ле жа щих к ней
уг ла од но го тре уголь ни ка рав ны со от вет ст вен но сто ро не и двум
при ле жа щим к ней уг лам дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь -
ни ки рав ны.

✔ Тре тий при знак ра вен ст ва тре уголь ни ков: по трём сто ро нам.
Ес ли три сто ро ны од но го тре уголь ни ка рав ны со от вет ст вен но трём
сто ро нам дру го го тре уголь ни ка, то та кие тре уголь ни ки рав ны.

10. Рав но бед рен ный тре уголь ник и его свой ст ва. 
Рав но сто рон ний тре уголь ник

✔ Тре уголь ник, у ко то ро го две сто ро ны рав ны, на зы ва ют рав нобед-
ренным.

✔ Рав ные сто ро ны рав но бед рен но го тре уголь ни ка на зы ва ют бо ко вы ми
сто ро на ми, а тре тью сто ро ну — ос но ва ни ем рав но бед рен но го тре-
 уголь ни ка.

✔ Вер ши ной рав но бед рен но го тре уголь ни ка на зы ва ют об щую точ ку его
бо ко вых сто рон.

✔ В рав но бед рен ном тре уголь ни ке:
1) уг лы при ос но ва нии рав ны;
2) бис сек три са уг ла при вер ши не яв ля ет ся ме диа ной и вы со той.
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✔ Тре уголь ник, у ко то ро го все сто ро ны рав ны, на зы ва ют рав носторонним.

✔ В рав но сто рон нем тре уголь ни ке: 1) все уг лы рав ны; 2) бис сек три са,
вы со та и ме диа на, про ве дён ные из од ной вер ши ны, сов па да ют.

11. При зна ки рав но бед рен но го тре уголь ни ка

✔ Ес ли в тре уголь ни ке два уг ла рав ны, то этот тре уголь ник рав но бед -
рен ный.

✔ Ес ли ме диа на тре уголь ни ка яв ля ет ся его вы со той, то этот тре уголь -
ник рав но бед рен ный.

✔ Ес ли бис сек три са тре уголь ни ка яв ля ет ся его вы со той, то этот тре-
 уголь ник рав но бед рен ный.

✔ Ес ли ме диа на тре уголь ни ка яв ля ет ся его бис сек три сой, то этот тре-
 уголь ник рав но бед рен ный.

Па рал лель ные пря мые. Сум ма уг лов тре уголь ни ка

12. Па рал лель ные пря мые

✔ Две пря мые на зы ва ют па рал лель ны ми, ес ли они не пе ре се ка ют ся.
Ес ли пря мые a и b па рал лель ны, то пи шут a � b (чи та ют: «пря мые a
и b па рал лель ны» или «пря мая a па рал лель на пря мой b»).

✔ Ос нов ное свой ст во па рал лель ных пря мых (ак сио ма па рал лель -
но сти пря мых). Че рез точ ку, не ле жа щую на дан ной пря мой, про хо-
 дит толь ко од на пря мая, па рал лель ная дан ной.

✔ Две пря мые, пер пен ди ку ляр ные треть ей пря мой, па рал лель ны.

✔ Ес ли две пря мые па рал лель ны треть ей пря мой, то они па раллельны.

✔ Рас стоя ни ем ме ж ду дву мя па рал лель ны ми пря мы ми на зы ва ют рас-
 стоя ние от лю бой точ ки од ной из пря мых до дру гой пря мой.

13. При зна ки па рал лель но сти двух пря мых

✔ Ес ли две пря мые a и b пе ре сечь треть ей пря-
 мой c, то об ра зу ет ся во семь уг лов (рис. 255).
Пря мую c на зы ва ют се ку щей пря мых a и b.
Уг лы 3 и 6, 4 и 5 на зы ва ют од но сто рон ни ми.
Уг лы 3 и 5, 4 и 6 на зы ва ют на крест ле жащими.
Уг лы 6 и 2, 5 и 1, 3 и 7, 4 и 8 на зы ва ют со от -
вет ст вен ны ми.
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✔ Ес ли на крест ле жа щие уг лы, об ра зо вав шие ся при пе ре се че нии двух
пря мых се ку щей, рав ны, то пря мые па рал лель ны.

✔ Ес ли сум ма од но сто рон них уг лов, об ра зо вав ших ся при пе ре се че нии
двух пря мых се ку щей, рав на 180°, то пря мые па рал лель ны.

✔ Ес ли со от вет ст вен ные уг лы, об ра зо вав шие ся при пе ре се че нии двух
пря мых се ку щей, рав ны, то пря мые па рал лель ны.

14. Свой ст ва па рал лель ных пря мых

✔ Ес ли две па рал лель ные пря мые пе ре се ка ют ся се ку щей, то:
1) уг лы, об ра зую щие па ру на крест ле жа щих уг лов, рав ны;
2) уг лы, об ра зую щие па ру со от вет ст вен ных уг лов, рав ны; 
3) сум ма уг лов, об ра зую щих па ру од но сто рон них уг лов, рав на 180°.

✔ Ес ли пря мая пер пен ди ку ляр на од ной из двух па рал лель ных пря мых,
то она пер пен ди ку ляр на и дру гой.

15. Сум ма уг лов тре уголь ни ка. 
Внеш ний угол тре уголь ни ка

✔ Сум ма уг лов тре уголь ни ка рав на 180°.

✔ Сре ди уг лов тре уголь ни ка по край ней ме ре два уг ла ост рые.

✔ Внеш ним уг лом тре уголь ни ка на зы ва ют угол, смеж ный с уг лом это го
тре уголь ни ка.

✔ Внеш ний угол тре уголь ни ка ра вен сум ме двух уг лов тре уголь ни ка, не
смеж ных с ним.

✔ Внеш ний угол тре уголь ни ка боль ше ка ж до го из уг лов тре уголь ни ка,
не смеж ных с ним.

16. При зна ки ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков

✔ При знак ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков по ги по те ну -
зе и ка те ту. Ес ли ги по те ну за и ка тет од но го пря мо уголь но го тре-
 уголь ни ка со от вет ст вен но рав ны ги по те ну зе и ка те ту дру го го, то та-
 кие тре уголь ни ки рав ны.

✔ При знак ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков по двум ка-
 те там. Ес ли ка те ты од но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка со от вет -
ст вен но рав ны ка те там дру го го, то та кие тре уголь ни ки рав ны.
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✔ При знак ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков по ка те ту
и при ле жа ще му ост ро му уг лу. Ес ли ка тет и при ле жа щий к не му
ост рый угол од но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка со от вет ст вен но
рав ны ка те ту и при ле жа ще му к не му ост ро му уг лу дру го го, то та кие
тре уголь ни ки рав ны.

✔ При знак ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков по ка те ту
и про ти во ле жа ще му ост ро му уг лу. Ес ли ка тет и про ти во ле жа щий
ему ост рый угол од но го пря мо уголь но го тре уголь ни ка со от вет ст вен -
но рав ны ка те ту и про ти во ле жа ще му ему ост ро му уг лу дру го го, то та-
 кие тре уголь ни ки рав ны.

✔ При знак ра вен ст ва пря мо уголь ных тре уголь ни ков по ги по те ну -
зе и ост ро му уг лу. Ес ли ги по те ну за и ост рый угол од но го пря мо -
уголь но го тре уголь ни ка со от вет ст вен но рав ны ги по те ну зе и ост ро му
уг лу дру го го, то та кие тре уголь ни ки рав ны.

17. Свой ст ва пря мо уголь но го тре уголь ни ка

✔ В пря мо уголь ном тре уголь ни ке ги по те ну за боль ше ка те та.

✔ Ка тет, ле жа щий про тив уг ла в 30°, ра вен по ло ви не ги по те ну зы.

✔ Ес ли ка тет ра вен по ло ви не ги по те ну зы, то угол, ле жа щий про тив это-
 го ка те та, ра вен 30°.

Ок руж ность и круг

18. Гео мет ри че ское ме сто то чек

✔ Гео мет ри че ским ме стом то чек (ГМТ) на зы ва ют мно же ст во всех то-
 чек, об ла даю щих оп ре де лён ным свой ст вом.

✔ Се ре дин ный пер пен ди ку ляр от рез ка яв ля ет ся гео мет ри че ским ме-
 стом то чек, рав но уда лён ных от кон цов это го от рез ка.

✔ Бис сек три са уг ла яв ля ет ся гео мет ри че ским ме стом то чек, ко то рые
при над ле жат уг лу и рав но уда ле ны от его сто рон.

19. Ок руж ность и круг и их эле мен ты

✔ Ок руж но стью на зы ва ют гео мет ри че ское ме сто то чек, рав но уда лён -
ных от за дан ной точ ки. Эту точ ку на зы ва ют цен тром ок руж но сти.

✔ Лю бой от ре зок, со еди няю щий точ ку ок руж но сти с её цен тром, на зы -
ва ют ра диу сом ок руж но сти.
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✔ От ре зок, со еди няю щий две точ ки ок руж но сти, на зы ва ют хор дой ок -
руж но сти. Хор ду, про хо дя щую че рез центр ок руж но сти, на зы ва ют
диа мет ром. 

✔ Диа метр ок руж но сти в два раза боль ше её ра диу са.

✔ Кру гом на зы ва ют гео мет ри че ское ме сто то чек, рас стоя ние от ко то -
рых до за дан ной точ ки не боль ше дан но го по ло жи тель но го чис ла. За -
дан ную точ ку на зы ва ют цен тром ок руж но сти, а дан ное чис ло — ра диу-
 сом кру га. Ес ли X — про из воль ная точ ка кру га ра диу са R с цен тром O,
то OX ≤ R.
Ок руж ность, ог ра ни чи ваю щая круг, ему при над ле жит.

✔ Хор да и диа метр кру га — это хор да и диа метр ок руж но сти, ог ра ни чи -
ваю щей круг.

20. Свой ст ва ок руж но сти

✔ Диа метр ок руж но сти, пер пен ди ку ляр ный хор де, де лит эту хор ду по-
 по лам.

✔ Диа метр ок руж но сти, ко то рый де лит хор ду, от лич ную от диа мет ра,
по по лам, пер пен ди ку ля рен этой хор де.

21. Вза им ное рас по ло же ние пря мой и ок руж но сти. 
Ка са тель ная к ок руж но сти

✔ Пря мая и ок руж ность мо гут не иметь об щих то чек, или иметь две об-
 щие точ ки, или иметь од ну об щую точ ку.

✔ Пря мую, имею щую с ок руж но стью толь ко од ну об щую точ ку, на зы ва -
ют ка са тель ной к ок руж но сти.

✔ Ка са тель ная к ок руж но сти пер пен ди ку ляр на ра диу су, про ве дён но му
в точ ку ка са ния.

✔ Ес ли пря мая, про хо дя щая че рез точ ку ок руж но сти, пер пен ди ку ляр на
ра диу су, про ве дён но му в эту точ ку, то эта пря мая яв ля ет ся ка са тель -
ной к дан ной ок руж но сти.

✔ Ес ли рас стоя ние от цен тра ок руж но сти до не ко то рой пря мой рав но
ра диу су ок руж но сти, то эта пря мая яв ля ет ся ка са тель ной к дан ной ок -
руж но сти.

✔ Ес ли че рез дан ную точ ку к ок руж но сти про ве де ны две ка са тель ные,
то от рез ки ка са тель ных, со еди няю щие дан ную точ ку с точ ка ми ка са -
ния, рав ны.
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22. Опи сан ная и впи сан ная 
ок руж но сти тре уголь ни ка

✔ Ок руж ность на зы ва ют опи сан ной око ло
тре уголь ни ка, ес ли она про хо дит че рез
все вер ши ны это го тре уголь ни ка.
На ри сун ке 256 изо бра же на ок руж ность,
опи сан ная око ло тре уголь ни ка. В этом
слу чае так же го во рят, что тре уголь ник
впи сан в ок руж ность.

✔ Центр опи сан ной ок руж но сти тре уголь -
ни ка рав но уда лён от всех его вер шин.

✔ Око ло лю бо го тре уголь ни ка мож но опи-
 сать ок руж ность. Центр ок руж но сти, опи сан ной око ло тре уголь ни -
ка, — это точ ка пе ре се че ния се ре дин ных пер пен ди ку ля ров его сторон.

✔ Се ре дин ные пер пен ди ку ля ры сто рон тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од-
 ной точ ке.

✔ Ок руж ность на зы ва ют впи сан ной в тре-
 уголь ник, ес ли она ка са ет ся всех его сто-
 рон.
На ри сун ке 257 изо бра же на ок руж ность,
впи сан ная в тре уголь ник. В этом слу чае
так же го во рят, что тре уголь ник опи сан
око ло ок ружности.

✔ Центр впи сан ной ок руж но сти тре уголь -
ни ка рав но уда лён от всех её сто рон.

✔ В лю бой тре уголь ник мож но впи сать ок руж ность. Центр ок руж но сти,
впи сан ной в тре уголь ник, — это точ ка пе ре се че ния его бис сек трис. 

✔ Бис сек три сы тре уголь ни ка пе ре се ка ют ся в од ной точ ке.

✔ Ра ди ус ок руж но сти, впи сан ной в пря мо уголь ный тре уголь ник, вы чис-

ля ет ся по фор му ле , где r — ра ди ус впи сан ной ок руж но сти, 

a и b — длины ка те тов, c — длина ги по те ну зы.

r a b c= + −
2
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