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От авторов

Дорогие друзья!

стереометрией

Рис. 1

Царь-колокол 
(Московский Кремль)

Собор Василия Блаженного 
(Москва)

Старинный город инков Мачу Пикчу 
(Перу)

Рис. 2

Сталактиты 
и сталагмиты

Отложения серы 
у фумарол

Кристаллы Планета Земля
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жирным шрифтом
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Условные обозначения

531
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Глава 1. Введение в стереометрию

В этой главе вы ознакомитесь с основными понятиями 
стереометрии, аксиомами стереометрии и основными следстви-
ями из них, получите первоначальные представления о много-
гранниках.

§ 1. Основные понятия стереометрии. 
Аксиомы стереометрии

основными поняти-
ями

плоскость

Рис. 1.1

Основные понятия

Новое понятие

Уже введённые понятия 
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прямая принадлежащая плоскости

прямая пересекает плоскость
a A∩ α = .

пересекаются

Рис. 1.2 Рис. 1.3 Рис. 1.4

Рис. 1.5 Рис. 1.6 Рис. 1.7
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α β∩ = a.

аксиомами

Аксиома А1
В любой плоскости пространства выполняются все акси-
омы планиметрии.

Аксиома А2
Через любые три точки пространства, не принадлежащие 
одной прямой, проходит плоскость и притом только одна.

Рис. 1.8
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Аксиома А3
Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся 
прямая принадлежит этой плоскости.

А3

Рис. 1.9 Рис. 1.10 Рис. 1.11

Рис. 1.12 Рис. 1.13

Рис. 1.14



10

Аксиома А4
Если две плоскости имеют общую точку (пересекаются), 
то они пересекаются по прямой.

Задача.

Решение.
А4

α β∩ = a.

1. Как в математике называют первоначальные понятия, которым не 
дают определения?

2. Какие фигуры входят в список основных понятий стереометрии?
3. В каком случае говорят, что прямая пересекает плоскость?
4. В каком случае говорят, что плоскости пересекаются?
5. Сформулируйте аксиомы А1, А2, А3, А4.

Упражнения

1.1. 

?

Рис. 1.15 Рис. 1.16



11

1.2. 

1.3. 

1.4. 

1.5. 

1.6. 

1.7. 

1.8. 

1.9. 

1.10. 
1.11. 

α β∩ = c,
1.12. 

α β∩ = m, α γ∩ = m.
1.13. 

α β∩ = c, α γ∩ = b, β γ∩ = a.

1.14. 

Рис. 1.17 Рис. 1.18
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1.15. 

1.16. 

1.17. α β∩ = c,
a M∩ β = . a c M∩ = .

1.18. α β∩ = c,
a c A∩ = .

1.19. 

1.20. 

1.21. 

1.22. 

1.23. α β∩ = c, β γ∩ = a, α γ∩ = b,
a c M∩ = .

1.24. 

1.25. 

Упражнения для повторения

1.26. 

Рис. 1.19
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1.27. 

§ 2. Следствия из аксиом стереометрии

Теорема 2.1
Через прямую и не принадлежащую ей точку проходит 
плоскость и притом только одна.

Доказательство

А2

А3

А2

Рис. 1.20

Рис. 2.1
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Теорема 2.2
Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость 
и притом только одна.

Доказательство

А3

А2

1. Какие следствия из аксиом стереометрии вы знаете?
2. Укажите способы однозначного задания плоскости.

Упражнения

2.1. 
2.2. 

?

Рис. 2.2
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2.3. 

2.4. 

2.5. 

2.6. 

2.7. 

2.8. 

2.9. 

2.10. 

2.11. 

2.12. 

2.13. 

2.14. 

Рис. 2.3 Рис. 2.4 Рис. 2.5
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2.15. 

2.16. 

2.17. 

2.18. 

Упражнения для повторения

2.19. 

2.20. 

§ 3. Пространственные фигуры. 
Начальные представления о многогранниках

Рис. 2.6 Рис. 2.7
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многогранника

Поверхность

гранями многогранника
рёбрами 

многогранника верши-
нами многогранника

боковыми гранями пирамиды
основанием пирамиды

вершиной пирамиды
боковыми рёбрами пирамиды

рёбрами основания пирамиды

Рис. 3.4 Рис. 3.5

Вершина

Грань

Ребро

Рис. 3.1 Рис. 3.2

Рис. 3.3
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тетраэдром
призма

основаниями призмы
боковыми гранями призмы

боковыми рёбрами призмы

пря-
моугольным параллелепипедом

куб

Задача 1.

Решение.
А3

Рис. 3.6 Рис. 3.7 Рис. 3.8
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А3

сечением многогранника пло-
скостью секущей плоскостью

Рис. 3.9 Рис. 3.10 Рис. 3.11

Рис. 3.12 Рис. 3.13 Рис. 3.14 Рис. 3.15
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Задача 2.

Решение.

Задача 3.

Решение.

Рис. 3.16 Рис. 3.17 Рис. 3.18
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1. Назовите пространственные фигуры, которые вы знаете.
2. Из каких фигур состоит поверхность многогранника? Как их назы-

вают?
3. Что называют рёбрами многогранника? вершинами многогранника?
4. Какие виды многогранников вы знаете? Опишите эти многогран-

ники.

Упражнения

3.1. 

?

Рис. 3.19 Рис. 3.20

Рис. 3.21
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3.2. 

3.3. 

3.4. 

3.5. 

3.6. 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

3.10. 

3.11. 

3.12. 

Рис. 3.22

Рис. 3.23
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3.13. 

3.14. 

Рис. 3.24

а б в г

Рис. 3.25 Рис. 3.26

Рис. 3.27 Рис. 3.28 Рис. 3.29
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3.15. 

3.16. 

3.17. 

3.18. 

3.19. 

3.20. 

3.21. 

Рис. 3.30 Рис. 3.31 Рис. 3.32

Рис. 3.33 Рис. 3.34 Рис. 3.35
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3.22. 

3.23. 

3.24. 

3.25. 

3.26. 

3.27. 

Рис. 3.36 Рис. 3.37 Рис. 3.38

Рис. 3.39 Рис. 3.40 Рис. 3.41
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3.28. 

3.29. 

3.30. 

Упражнения для повторения

3.31. 

3.32. 

Когда сделаны уроки

Метод сечений

Задача 1.

Решение.

Рис. 3.42

Рис. 3.43
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Теорема Дезарга
Если треугольники ABC и A1B1C1 расположены на пло-
скости так, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в 
одной точке, то точки пересечения прямых AB и A1B1, BC 
и B1C1, AC и A1C1 принадлежат одной прямой. 

Задача 2.

Рис. 3.44 Рис. 3.45



28

Решение.

Задача 3.

Решение.

YA
YD

AX
DD

= =
1

1
2

Рис. 3.46 Рис. 3.47

Рис. 3.48
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YA
YD

AZ
DC

= = 1
2

Задача 4.

Решение.

KB
KB

BY
B C1 1 1

1
4

= =

KB
KB1

1
4

=
KB
ZA

BX
AX

= = 2 KB
ZA

= 2

Рис. 3.49 Рис. 3.50 Рис. 3.51

Рис. 3.52 Рис. 3.53 Рис. 3.54
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Упражнения

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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Итоги главы 1
Основные аксиомы стереометрии

А1. В любой плоскости пространства выполняются все ак-
сиомы планиметрии.
А2. Через любые три точки пространства, не принадлежа-
щие одной прямой, проходит плоскость и притом только 
одна.
А3. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и 
вся прямая принадлежит этой плоскости.
А4. Если две плоскости имеют общую точку, то они пересе-
каются по прямой.

Плоскость однозначно определяется:
1) тремя точками, не лежащими на одной прямой;
2) прямой и не принадлежащей ей точкой;
3) двумя пересекающимися прямыми.

Сечение многогранника
Если все общие точки многогранника и плоскости образу-
ют многоугольник, то этот многоугольник называют сече-
нием многогранника плоскостью, а саму плоскость — се-
кущей плоскостью.
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Глава 2. Параллельность в пространстве

В этой главе вы узнаете о взаимном расположении двух 
прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей в пространстве. Оз-
накомитесь с правилами, по которым изображают простран-
ственные фигуры на плоскости. Получите представление о преоб-
разованиях фигур в пространстве.

§ 4. Взаимное расположение двух прямых 
в пространстве

Определение
Две прямые в пространстве называют параллельными, 
если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.

N

Определение
Две прямые в пространстве называют скрещивающими-
ся, если они не лежат в одной плоскости.

Рис. 4.1
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Рис. 4.2 Рис. 4.3

Казанский собор 
в Санкт-Петербурге Брёвна сруба Корабельный лес Линия 

электропередачи

Рис. 4.4
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параллельными
скрещивающимися

Теорема 4.1
Через две параллельные прямые проходит плоскость и 
притом только одна.

Доказательство

Теорема 4.2
Через точку в пространстве, не принадлежащую данной 
прямой, проходит прямая, параллельная данной, и при-
том только одна.

Доказательство

N

Рис. 4.5
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А1

N

N

Теорема 4.3
(признак скрещивающихся прямых)

Если одна из двух прямых лежит в плоскости, а другая 
пересекает эту плоскость в точке, не принадлежащей 
первой прямой, то данные прямые скрещивающиеся.

Доказательство
b M∩ α = ,

Рис. 4.6 Рис. 4.7
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b M∩ α = .

Задача.

Решение.

N

1. Какие две прямые в пространстве называют параллельными?
2. Какие две прямые в пространстве называют скрещивающимися?
3. Какие существуют случаи расположения прямых в пространстве?
4. Какие два отрезка называют параллельными? скрещивающимися?

?

Рис. 4.8 Рис. 4.9 Рис. 4.10
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5. Сформулируйте теорему о плоскости, которую задают две парал-
лельные прямые.

6. Сформулируйте теорему о прямой, проходящей через заданную 
точку параллельно данной прямой.

7. Сформулируйте признак скрещивающихся прямых.

Упражнения

4.1. Дан куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 4.11). Назовите рёбра: 1) параллель-
ные ребру CD; 2) скрещивающиеся с ребром CD.

4.2. Приведите примеры, иллюстрирующие понятие «скрещивающиеся 
прямые», используя предметы классной комнаты.

4.3. Дана пирамида SABCD (рис. 4.12). Назовите рёбра пирамиды, скре-
щивающиеся с ребром SA.

4.4. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1 (рис. 4.13). Ука-
жите взаимное расположение прямых:
1) BC и A1C; 3) BD и CC1; 5) DC1 и BB1;
2) AB и C1D1; 4) АB1 и DC1; 6) AA1 и CC1.

4.5. Верно ли утверждение:
1) две прямые, не являющиеся параллельны-
ми, имеют общую точку;
2) две прямые, не являющиеся скрещиваю-
щимися, лежат в одной плоскости;
3) две прямые, лежащие в одной плоскости, 
пересекаются;
4) две прямые являются скрещивающимися, 
если они не пересекаются и не параллельны?

4.6. Дан куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 4.14). Дока-
жите, что прямые AA1 и BC скрещиваю-
щиеся.

Рис. 4.11 Рис. 4.12 Рис. 4.13

B
A

C

D

A1

B1 C1D1

A

CB

S

D

B

A

C

D

A1

B1 C1

D1

Рис. 4.14

B
A

C

D

A1

B1 C1D1
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4.7. 

4.8. 

4.9. 

4.10. 

4.11. 

4.12. 

4.13. 

4.14. 

4.15. 

4.16. 

Рис. 4.15
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4.17. 

4.18. 

4.19. 

4.20. 

4.21. 

4.22. 

4.23. 

4.24. 

Рис. 4.16 Рис. 4.17
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4.25. 

4.26. 

Упражнения для повторения

4.27. 
BM
MA

BK
KC

= N

4.28. 

§ 5. Параллельность прямой и плоскости

Определение
Прямую и плоскость называют параллельными, если они 
не имеют общих точек.

N

Рис. 5.1
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Теорема 5.1 
(признак параллельности прямой и плоскости)

Если прямая, не принадлежащая данной плоскости, па-
раллельна какой-либо прямой, лежащей в этой плоско-
сти, то данная прямая параллельна самой плоскости.

Доказательство

N N

N

Рис. 5.4

Рис. 5.2 Рис. 5.3
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N
N

N
параллельным плоскости

Теорема 5.2
Если плоскость проходит через данную прямую, парал-
лельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, 
то прямая пересечения плоскостей параллельна данной 
прямой.

Доказательство

N β α∩ = b
N

N

N

Следствие
Если прямая параллельна плоскости, то в этой плоскости 
существует прямая, параллельная данной прямой.

Теорема 5.3
Если через каждую из двух параллельных прямых прове-
дена плоскость, причём эти плоскости пересекаются по 

Рис. 5.5
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прямой, отличной от двух данных, то эта прямая парал-
лельна каждой из двух данных прямых.

Доказательство
N

α β∩ = c N N
N

N

N N

Теорема 5.4
Две прямые, параллельные третьей прямой, параллель-
ны между собой.

Доказательство
N N

N

α β∩ = a1. N
N N

N

Задача 1.

Рис. 5.6 Рис. 5.7
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Решение.
N N α β∩ = b

N

N N

N

N N
N

Задача 2.

Решение.

N

N

Рис. 5.8

Рис. 5.9 Рис. 5.10 Рис. 5.11

K
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Задача 3.

Решение.
N

N

1. В каком случае прямую и плоскость называют параллельными?
2. Сформулируйте признак параллельности прямой и плоскости.
3. Какой отрезок называют параллельным плоскости?
4. Сформулируйте теоремы, описывающие достаточные условия па-

раллельности двух прямых в пространстве.

Упражнения

5.1. 

5.2. 

5.3. 

5.4. 

?

Рис. 5.12 Рис. 5.13
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5.5. 
N N N
N N N
N N

5.6. 

5.7. 

5.8. 

5.9. 

N
5.10. 

5.11. 

N

5.12. 

5.13. 

Рис. 5.14 Рис. 5.15



47

5.14. 

5.15. 

5.16. 

5.17. 

5.18. 

5.19. 

Рис. 5.16 Рис. 5.17

Рис. 5.18 Рис. 5.19 Рис. 5.20



48

5.20. 

5.21. 

5.22. 

5.23. 

5.24. 

5.25. 

5.26. 

N
5.27. 

5.28. 

Рис. 5.21 Рис. 5.22 Рис. 5.23
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5.29. 

5.30. 

5.31. 

5.32. 

5.33. 

5.34. 

5.35. 

5.36. 

5.37. 

Рис. 5.24 Рис. 5.25
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5.38. 

5.39. 

SM
SE

SN
SD

=

Упражнения для повторения

5.40. 

5.41. 

§ 6. Параллельность плоскостей

Рис. 5.26 Рис. 5.27

Рис. 6.1
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Определение
Две плоскости называют параллельными, если они не 
имеют общих точек.

N

Теорема 6.1 
(признак параллельности двух плоскостей)

Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соот-
ветственно параллельны двум прямым другой плоскости, 
то эти плоскости параллельны.

Доказательство

N N N

α α∩ 1 = c

Рис. 6.2

Рис. 6.3
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N
N

N
N

N

N N
N

два многоугольника параллельны

Теорема 6.2
Через точку в пространстве, не принадлежащую данной 
плоскости, проходит плоскость, параллельная данной 
плоскости, и притом только одна.

Доказательство

N N

N

Рис. 6.4 Рис. 6.5
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N
β β∩ 1 = c

N N
N

N
N

Теорема 6.3
Прямые пересечения двух параллельных плоскостей тре-
тьей плоскостью параллельны.

Доказательство
N α γ∩ = a, β γ∩ = b

N

N

Задача 1.

Рис. 6.6 Рис. 6.7 Рис. 6.8
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Решение.

α γ∩ = AA1 β γ∩ = BB1.
N

Задача 2.

Решение.

N
N

N N

Рис. 6.9 Рис. 6.10
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1. Какие плоскости называют параллельными?
2. Сформулируйте признак параллельности двух плоскостей.
3. В каких случаях говорят, что два многоугольника параллельны?
4. Сформулируйте теоремы, выражающие свойства параллельных пло-

скостей.

Упражнения

6.1. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 
DE
DA

DF
DB

DK
DC

= =

6.5. 

6.6. 

6.7. 

?

Рис. 6.11
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6.8. 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

6.12. 

6.13. 

AO
OC

BO
OD

=

6.14. 

Рис. 6.12 Рис. 6.13
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6.15. 

6.16. 

6.17. 

6.18. 

6.19. 

6.20. 

6.21. 

6.22. 

Рис. 6.14 Рис. 6.15 Рис. 6.16

Рис. 6.17

Рис. 6.18
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6.23. 

6.24. 

6.25. 

6.26. 

6.27. 

6.28. 

6.29. 

Рис. 6.19

Рис. 6.20 Рис. 6.21
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6.30. 

6.31. N N N

6.32. 

Упражнения для повторения

6.33. N N

6.34. 

§ 7. Преобразования фигур в пространстве.
Параллельное проектирование

фигура F1 получена в результа-
те преобразования фигуры F образом фи-
гуры прообразом фигуры

Рис. 6.22 Рис. 6.23 Рис. 6.24
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параллельным переносом в про-
странстве

симметрией относи-
тельно точки центральной 
симметрией

Определение
Преобразование фигуры F, сохраняющее расстояние 
между её точками, называют движением фигуры F.

Рис. 7.1 Рис. 7.2

F F1

Рис. 7.3
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Определение
Фигуру называют симметричной относительно точки O, 
если для каждой точки данной фигуры точка, симметрич-
ная ей относительно точки O, также принадлежит этой 
фигуре.

центром симметрии фигуры
фигура имеет центр симметрии

Рис. 7.4 Рис. 7.5

Рис. 7.6 Рис. 7.7



62

Определение
Две фигуры называют равными, если существует движе-
ние, при котором одна из данных фигур является обра-
зом другой фигуры.

Определение
Преобразование фигуры F, при котором расстояния меж-
ду точками изменяются в одно и то же число раз, называ-
ют преобразованием подобия фигуры F.

подобными

Рис. 7.8
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параллельным проектированием

парал-
лельным проектированием параллельной проек-
цией фигуры F на плоскость  в направлении прямой l

Рис. 7.10 Рис. 7.11

Рис. 7.9
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изображением фигуры F на плоскости  в направлении 
прямой l

Теорема 7.1
Параллельной проекцией прямой является прямая; па-
раллельной проекцией отрезка является отрезок 
(рис. 7.13).

Теорема 7.2
Параллельной проекцией двух параллельных прямых яв-
ляются или прямая (рис. 7.14), или две параллельные пря-
мые (рис. 7.15). Параллельные проекции двух параллель-
ных отрезков лежат на одной прямой или на параллель-
ных прямых.

Рис. 7.12 Рис. 7.13
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Теорема 7.3
Отношение параллельных проекций отрезков, лежащих 
на одной прямой или параллельных прямых, равно отно-
шению самих отрезков (рис. 7.16).

Рис. 7.14 Рис. 7.15

Рис. 7.16 Рис. 7.17

A B
C D

AB
CD

1 1

1 1
=
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эллипсом
центром эллипса

Задача.
N

Решение.

Рис. 7.18 Рис. 7.19

Рис. 7.20
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N

N

1. Опишите, в каком случае говорят, что фигура  получена в резуль-
тате преобразования фигуры .

?

Рис. 7.21

Рис. 7.22

2470 мм1925 мм

1576 мм 4040 мм

15
00

 м
м
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2. Опишите преобразование фигуры, которое называют параллель-
ным переносом.

3. Опишите преобразование фигуры, которое называют центральной 
симметрией.

4. Какое преобразование фигуры называют движением?
5. Какие фигуры называют равными?
6. Опишите преобразование фигуры, которое называют параллель-

ным проектированием.
7. Сформулируйте теоремы, выражающие свойства параллельного 

проектирования.

Упражнения

7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 

7.5. 

7.6. 
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7.7. 

7.8. 

7.9. 

7.10. 

7.11. 

7.12. 

7.13. 

Рис. 7.23 Рис. 7.24 Рис. 7.25

Рис. 7.26 Рис. 7.27
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7.14. 

7.15. 

7.16. 

7.17. 

7.18. 

7.19. 

7.20. 

Рис. 7.28 Рис. 7.29 Рис. 7.30

Рис. 7.31 Рис. 7.32 Рис. 7.33
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7.21. 

7.22. 

7.23. 

7.24. 

7.25. 

7.26. 

7.27. 

7.28. 

7.29. 

Рис. 7.34 Рис. 7.35 Рис. 7.36
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7.30. 

7.31. 

7.32. 

7.33. 

7.34. 

7.35. 

7.36. 

7.37. 

7.38. 

Рис. 7.37 Рис. 7.38
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Упражнения для повторения

7.39. 2 3

7.40. 5 2

Когда сделаны уроки

Спроектируем на плоскость

Задача 1.

Решение.

Задача 2.
1 1: :λ *

1 1: :λ
Решение.

* λ = −5 1
2

Рис. 7.39
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Задача 3.

Решение.

Рис. 7.40 Рис. 7.41
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Доказательство теоремы 7.1

Рис. 7.42 Рис. 7.43

Рис. 7.44 Рис. 7.45
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Доказательство теоремы 7.2

Рис. 7.46 Рис. 7.47
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Рис. 7.48 Рис. 7.49

Рис. 7.51 Рис. 7.52

Рис. 7.50
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Доказательство теоремы 7.3

Рис. 7.53

Рис. 7.54 Рис. 7.55
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A B
C D

A O
O D

1 1

1 1

1 1

1 1
=

AB
CD

AO
OD

=

A O
O D

AO
OD

1 1

1 1
=

A B
C D

AB
CD

1 1

1 1
=
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Итоги главы 2
Взаимное расположение прямых в пространстве

Две прямые называют пересекающимися, если они имеют 
только одну общую точку.
Две прямые в пространстве называют параллельными, ес-
ли они лежат в одной плоскости и не пересекаются.
Две прямые в пространстве называют скрещивающими-
ся, если они не лежат в одной плоскости.

Свойства параллельных прямых
Через две параллельные прямые проходит плоскость и 
притом только одна.
Через точку в пространстве, не принадлежащую данной 
прямой, проходит прямая, параллельная данной, и притом 
только одна.

Признак скрещивающихся прямых
Если одна из двух прямых лежит в плоскости, а другая пе-
ресекает эту плоскость в точке, не принадлежащей пер-
вой прямой, то данные прямые скрещивающиеся.

Параллельность в пространстве
Прямую и плоскость называют параллельными, если они 
не имеют общих точек.
Две плоскости называют параллельными, если они не 
имеют общих точек.
Два многоугольника параллельны, если они лежат в па-
раллельных плоскостях.

Признак параллельности прямой и плоскости
Если прямая, не принадлежащая данной плоскости, парал-
лельна какой-либо прямой, лежащей в этой плоскости, то 
данная прямая параллельна самой плоскости.

Достаточные условия параллельности двух прямых в пространстве
Если плоскость проходит через данную прямую, параллель-
ную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то пря-
мая пересечения плоскостей параллельна данной прямой.
Если через каждую из двух параллельных прямых прове-
дена плоскость, причём эти плоскости пересекаются по 
прямой, отличной от двух данных, то эта прямая парал-
лельна каждой из двух данных прямых.
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Две прямые, параллельные третьей прямой, параллельны 
между собой.

Признак параллельности двух плоскостей
Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соот-
ветственно параллельны двум прямым другой плоскости, 
то эти плоскости параллельны.

Свойства параллельных плоскостей
Через точку в пространстве, не принадлежащую данной 
плоскости, проходит плоскость, параллельная данной пло-
скости, и притом только одна.
Прямые пересечения двух параллельных плоскостей тре-
тьей плоскостью параллельны.
Отрезки параллельных прямых, заключённые между па-
раллельными плоскостями, равны.

Преобразование фигур в пространстве
Преобразование фигуры, сохраняющее расстояние между 
её точками, называют движением фигуры.
Две фигуры называют равными, если существует движе-
ние, при котором одна из данных фигур является образом 
другой фигуры.

Параллельное проектирование
Параллельной проекцией прямой является прямая; парал-
лельной проекцией отрезка является отрезок.
Параллельной проекцией двух параллельных прямых яв-
ляются или прямая, или две параллельные прямые. Па-
раллельные проекции двух параллельных отрезков лежат 
на одной прямой или на параллельных прямых.
Отношение параллельных проекций отрезков, лежащих на 
одной прямой или на параллельных прямых, равно отно-
шению самих отрезков.
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Глава 3. Перпендикулярность в пространстве

В этой главе вы ознакомитесь с понятиями угла между пря-
мыми в пространстве, угла между прямой и плоскостью, угла 
между двумя плоскостями. Ознакомитесь с понятием ортогональ-
ной проекции, изучите свойства ортогональной проекции много-
угольника.

§ 8. Угол между прямыми в пространстве

Определение
Углом между двумя пересекающимися прямыми называ-
ют величину того из углов, образовавшихся при их пере-
сечении, который не превосходит 90°.

Определение
Углом между двумя скрещивающимися прямыми называ-
ют угол между пересекающимися прямыми, соответствен-
но параллельными данным скрещивающимся прямым.

Рис. 8.1
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N N

Теорема 8.1
Угол между двумя пересекающимися прямыми равен 
углу между двумя другими пересекающимися прямыми, 
соответственно параллельными данным.

Доказательство

N N

Рис. 8.2 Рис. 8.3
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Замечание.

N

Определение
Две прямые в пространстве называют перпендикулярны-
ми, если угол между ними равен 90°.

перпендикулярными

N

Рис. 8.4 Рис. 8.5 Рис. 8.6
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Задача.

Решение.
N

1. Что называют углом между двумя пересекающимися прямыми?
2. Что называют углом между двумя скрещивающимися прямыми?
3. Какие две прямые в пространстве называют перпендикулярными?
4. Какие два отрезка в пространстве называют перпендикулярными?

Упражнения

8.1. 

8.2. 

8.3. 

8.4. 

8.5. 

?

Рис. 8.7

Рис. 8.8 Рис. 8.9
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8.6. 

8.7. 

8.8. 
BD = 3 29

8.9. 
CD = 2 43

8.10. 

8.11. 

Рис. 8.10 Рис. 8.11

Рис. 8.12 Рис. 8.13
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8.12. 

8.13. 

a 3.

8.14. 

8.15. 

8.16. 
FK = 2 13

Упражнения для повторения

8.17. 

8.18. 

§ 9. Перпендикулярность прямой и плоскости

Рис. 9.1 Рис. 9.2 Рис. 9.3
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Определение
Прямую называют перпендикулярной плоскости, если 
она перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой 
плоскости (рис. 9.4).

N
N

перпендикулярным плоскости

Теорема 9.1 
(признак перпендикулярности прямой и плоскости)

Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся 
прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна 
самой плоскости.

Рис. 9.4 Рис. 9.5
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Доказательство

N N

N

Рис. 9.6 Рис. 9.7
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Теорема 9.2
Если одна из двух параллельных прямых перпендикуляр-
на плоскости, то и другая прямая перпендикулярна этой 
плоскости.

Доказательство

N

Рис. 9.8

Рис. 9.9
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Теорема 9.3
Если две прямые перпендикулярны одной и той же пло-
скости, то они параллельны.

Доказательство
N

N

Замечание.

Теорема 9.4
Через данную точку можно провести прямую, перпенди-
кулярную данной плоскости, и притом только одну.

Определение
Точки M и M1 называют симметричными относительно 
плоскости , если отрезок MM1 перпендикулярен этой 
плоскости и делится этой плоскостью пополам (рис. 9.11). 
Каждую точку плоскости  считают симметричной самой 
себе.

Рис. 9.10 Рис. 9.11
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симметрией относитель-
но плоскости симметричны относительно 
плоскости зер-
кальной симметрией

Определение
Фигуру называют симметричной относительно плоско-
сти , если для каждой точки данной фигуры точка, сим-
метричная ей относительно плоскости , также принадле-
жит этой фигуре.

плоскостью симметрии фигуры
фигура имеет плоскость симметрии

Рис. 9.12 Рис. 9.13
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Рис. 9.14

Рис. 9.15

Рис. 9.16
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1. Какую прямую называют перпендикулярной плоскости?
2. Какой отрезок называют перпендикулярным плоскости?
3. Сформулируйте признак перпендикулярности прямой и плоскости.
4. Сформулируйте теорему о двух параллельных прямых, одна из кото-

рых перпендикулярна плоскости.
5. Сформулируйте теоремы о двух прямых, перпендикулярных одной и 

той же плоскости.
6. Какие точки называют симметричными относительно плоскости?
7. Опишите преобразование фигуры, которое называют симметрией 

относительно плоскости.
8. Какую фигуру называют симметричной относительно плоскости?

Упражнения

9.1. 

9.2. 

9.3. 

9.4. 

9.5. 

9.6. 

9.7. 

?

Рис. 9.17
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9.8. 

9.9. 

AD = 4 2
9.10. 

9.11. 

9.12. 

9.13. 

Рис. 9.18 Рис. 9.19 Рис. 9.20

Рис. 9.21 Рис. 9.22 Рис. 9.23
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9.14. 

9.15. 

9.16. 

9.17. 

9.18. 

9.19. 

9.20. 

9.21. 

9.22. 

9.23. 

9.24. 

Рис. 9.24 Рис. 9.25 Рис. 9.26
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9.25. 

9.26. 

9.27. 

9.28. 

9.29. 

9.30. 

9.31. 

9.32. 

9.33. 

9.34. 

9.35. 
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N

9.36. 

9.37. 

9.38. 

9.39. 
4 2

Упражнения для повторения

9.40. 

9.41. 

§ 10. Перпендикуляр и наклонная

ортого-
нальной проекцией

Рис. 10.1
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Пусть даны плоскость  и не принадлежащая ей точка A. Через точ-
ку A проведём прямую a, перпендикулярную плоскости . Пусть a B∩ α =  
(рис. 10.2). Отрезок AB называют перпендикуляром, опущенным из точ-
ки A на плоскость , точку B — основанием перпендикуляра. Основание B 
перпендикуляра AB — это проекция точки A на плоскость .

Отметим на плоскости  какую-нибудь точку C, отличную от точки B. 
Проведём отрезок AC (см. рис. 10.2). Отрезок AC называют наклонной, 
проведённой из точки A к плоскости , точку C — основанием наклонной. 
Отрезок BC является проекцией наклонной AC.

Теорема 10.1
Если из одной точки проведены к плоскости перпендику-
ляр и наклонная, то длина наклонной больше длины пер-
пендикуляра.

Докажите эту теорему самостоятельно.

Задача 1. Докажите, что если точка, не принадлежащая плоскости 
многоугольника, равноудалена от его вершин, то проекцией этой точки на 
плоскость многоугольника является центр его описанной окружности.

Решение. Проведём доказательство для треугольника. Для других мно-
гоугольников доказательство будет аналогичным.

Пусть точка M не принадлежит плоскости ABC, причём MA  MB  MC. 
Опустим из точки M перпендикуляр MO на плоскость ABC (рис. 10.3). До-
кажем, что точка O — центр описанной окружности треугольника ABC.

Поскольку MO  ABC, то MOA  MOB  MOC  90°. В прямо-
угольных треугольниках MOA, MOB, MOC катет MO общий, гипотенузы 
равны, следовательно, эти треугольники равны по гипотенузе и катету. Из 
равенства этих треугольников следует, что OA  OB  OC, т. е. точка O — 
центр описанной окружности треугольника ABC. 

Рис. 10.2 Рис. 10.3

a

B
C

A

A C

B

M

O
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Определение
Если точка не принадлежит плоскости, то расстоянием от 
точки до плоскости называют длину перпендикуляра, 
опущенного из точки на плоскость. Если точка принадле-
жит плоскости, то считают, что расстояние от точки до 
плоскости равно нулю.

Задача 2.

Решение.

N

N

Определение
Расстоянием от прямой до параллельной ей плоскости 
называют расстояние от любой точки этой прямой до 
плоскости.

Рис. 10.4
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Задача 3.

Определение
Расстоянием между двумя параллельными плоскостями 
называют расстояние от любой точки одной плоскости до 
другой плоскости.

Расстоя-
нием между скрещивающимися прямыми

Задача 4.

Рис. 10.5 Рис. 10.6

Рис. 10.7
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Решение.

N

Определение
Общим перпендикуляром двух скрещивающихся прямых 
называют отрезок, который перпендикулярен этим пря-
мым и концы которого лежат на этих прямых.

1. В каком случае говорят, что фигура  является ортогональной про-
екцией фигуры ?

2. Опишите, какой отрезок называют: 1) перпендикуляром, опущен-
ным из точки на плоскость; 2) наклонной, проведённой из точки 
к плоскости.

3. Сформулируйте теорему о перпендикуляре и наклонной, проведён-
ных к плоскости из одной точки.

4. Что называют расстоянием от точки до плоскости?
5. Что называют расстоянием от прямой до параллельной ей плоскости?
6. Что называют расстоянием между двумя параллельными плоскостями?
7. Что называют расстоянием между двумя скрещивающимися пря-

мыми?
8. Что называют общим перпендикуляром двух скрещивающихся 

прямых?

?

Рис. 10.8
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Упражнения

10.1. 

10.2. 

10.3. 

10.4. 
7

3
10.5. 

10.6. 

BH = 6 6

Рис. 10.9 Рис. 10.10

Рис. 10.11 Рис. 10.12



104

10.7. 

10.8. 

10.9. 

10.10. 

10.11. 

10.12. 

10.13. 

10.14. 

10.15. 

10.16. 

Рис. 10.13 Рис. 10.14
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10.17. 

10.18. 

10.19. 

10.20. 

3
10.21. 

10.22. 

10.23. 

10.24. 

10.25. 4 5
5 5

10.26. 

14 3 5

10.27. 
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10.28. 

10.29. 

2 22
10.30. 

10.31. 

10.32. 

10.33. 

10.34. 

10.35. 

1
4

10.36. 

10.37. 

10.38. 

10.39. 



107

Упражнения для повторения

10.40. 

10.41. 

§ 11. Теорема о трёх перпендикулярах

Теорема 11.1 
(о трёх перпендикулярах)

Если прямая, принадлежащая плоскости, перпендикуляр-
на проекции наклонной к этой плоскости, то она перпен-
дикулярна и самой наклонной. И наоборот, если прямая, 
принадлежащая плоскости, перпендикулярна наклонной 
к этой плоскости, то она перпендикулярна и проекции на-
клонной на эту плоскость.

Доказательство

Рис. 11.1
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прямая, принадлежащая плоскости, перпендикулярна на-
клонной к этой плоскости тогда и только тогда, когда эта 
прямая перпендикулярна проекции наклонной.

Задача.

Решение.

Сформулируйте теорему о трёх перпендикулярах.

Упражнения

11.1. 

11.2. 

?

Рис. 11.2
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11.3. 

11.4. 

11.5. 

11.6. 

11.7. 

11.8. 

Рис. 11.6

Рис. 11.3 Рис. 11.4 Рис. 11.5

Рис. 11.7 Рис. 11.8 Рис. 11.9
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11.9. 

11.10. 

11.11. 

11.12. 

MA = 5 3
11.13. 

2 43
11.14. 

3 2
11.15. 

11.16. 
2 5

11.17. 

11.18. 
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11.19. 
N

6 2

11.20. 

11.21. 
11.22. 
11.23. 

11.24. 

11.25. 
3 7

11.26. 

11.27. 

11.28. 
4 2

Рис. 11.10
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Упражнения для повторения

11.29. 

10 3
11.30. 

§ 12. Угол между прямой и плоскостью

Рис. 12.1
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Определение
Если прямая параллельна плоскости или принадлежит 
ей, то угол между такой прямой и плоскостью считают 
равным 0°.
Если прямая перпендикулярна плоскости, то угол между 
такой прямой и плоскостью считают равным 90°.
Если прямая пересекает плоскость и не перпендикулярна 
ей, то углом между такой прямой и плоскостью называют 
угол между прямой и её проекцией на плоскость 
(рис. 12.2).

Углом между отрезком и плоскостью

Задача.

Рис. 12.2 Рис. 12.3
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Решение.

Что называют углом между прямой и плоскостью?

Упражнения

12.1. 

12.2. 

12.3. 

12.4. 

12.5. 

?

Рис. 12.4



115

12.6. 
AC = 2 3

12.7. 

12.8. 

12.9. 

12.10. 

MA = 5 2

12.11. 

AC = 4 3

12.12. 

12.13. 

Рис. 12.5 Рис. 12.6 Рис. 12.7
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12.14. 3 3

12.15. 

12.16. 

12.17. 
9 6

12.18. 

12.19. 

4 2

12.20. 

12.21. 

5 3

12.22. 

12.23. 
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12.24. 

12.25. 

12.26. 

12.27. 

12.28. 

12.29. 

2 2
12.30. 

12.31. 

12.32. 

Упражнения для повторения

12.33. 2 7 4 3

12.34. 
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§ 13. Двугранный угол. Угол между плоскостями

двугранным углом
гранями двугранного угла

ребром двугранного угла

Рис. 13.2 Рис. 13.3

Рис. 13.1
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линейным углом двугранного угла

Рис. 13.5 Рис. 13.6

Рис. 13.4
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Определение
Величиной двугранного угла называют величину его ли-
нейного угла.

Определение
Углом между двумя пересекающимися плоскостями на-
зывают величину того из образовавшихся двугранных 
углов, который не превышает 90°.

Рис. 13.7 Рис. 13.8

а б
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Углом между многоугольником и плоскостью

Углом между двумя многоугольниками

Задача 1.

DC = 3 39

Решение.

DM DB MB= −2 2 .

DM = − = =289 64 225 15

CM BC MB= −2 2 . CM = − = =100 64 36 6

DC DM CM DM CM DMC2 2 2 2= + − ⋅ ∠cos .

351 225 36 180= + − ∠cos .DMC cos∠ = −DMC 1
2

Ответ:
Замечание.

Задача 2.

Рис. 13.9
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Решение.

AM MC AC= −2 2 . AM = − =100 36 8

sin∠ =MAB MB
MA

sin∠ =MAB 1
2

Ответ:

1. Опишите, какую фигуру называют двугранным углом.
2. Что называют гранями двугранного угла? ребром двугранного угла?
3. Какую фигуру называют линейным углом двугранного угла?
4. Что называют величиной двугранного угла?
5. Что называют углом между двумя пересекающимися плоскостями?
6. Чему равен угол между двумя параллельными плоскостями?
7. Что называют углом между: 1) многоугольником и плоскостью, кото-

рой многоугольник не принадлежит; 2) двумя многоугольниками, 
лежащими в разных плоскостях?

Упражнения

13.1. 

13.2. 

13.3. 
4 3

?

Рис. 13.10
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13.4. 

13.5. 

13.6. 
2 3

13.7. 

13.8. 

13.9. 

Рис. 13.11

Рис. 13.12 Рис. 13.13 Рис. 13.14
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13.10. 

AF = 15 CD = 5
13.11. 

13.12. 

13.13. 

13.14. 

13.15. 

Рис. 13.15 Рис. 13.16

Рис. 13.17 Рис. 13.18 Рис. 13.19
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13.16. 

13.17. 

13.18. 
AD = 3 AA1 3=

13.19. 
2 2

13.20. 

13.21. 
4 7

13.22. 
AD = 7 5

13.23. 

3
13.24. 

13.25. 

Рис. 13.20 Рис. 13.21
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13.26. 

13.27. 

13.28. 

13.29. 

2 2

13.30. 
7 3

13.31. 

13.32. 
BD = 21

13.33. 

13.34. 

AB = 2 2
13.35. 

4 3
13.36. 

13.37. 
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13.38. 

13.39. 

Упражнения для повторения

13.40. 

13.41. 

§ 14. Перпендикулярные плоскости

Определение
Две плоскости называют перпендикулярными, если угол 
между ними равен 90°.

Рис. 14.1
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Теорема 14.1 
(признак перпендикулярности плоскостей)

Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, 
перпендикулярную другой плоскости, то эти плоскости 
перпендикулярны.

Доказательство

α β∩ = b a b B∩ = .

Рис. 14.2 Рис. 14.3 Рис. 14.4
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Теорема 14.2
Если две плоскости перпендикулярны, то прямая, прове-
дённая в одной плоскости перпендикулярно прямой пере-
сечения плоскостей, перпендикулярна другой плоскости.

Доказательство

Задача 1.

Решение.

Задача 2.

Рис. 14.5 Рис. 14.6
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Решение. α β∩ = a,

a1 = α β∩ .

Задача 3.

Решение.

AB AD BD= − = − =2 2 400 144 16

BC CD BD= − = − =2 2 169 144 5

AC AB BC AB BC ABC2 2 2 2= + − ⋅ ∠cos .

AC2 256 25 160 3611
2

= + − ⋅ −⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ = ;

S AB BC ABCABC = ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ ⋅ =1
2

1
2

3
2

16 5sin

Рис. 14.7 Рис. 14.8
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20 3 S AC BE BEABC = ⋅ =1
2

19
2

.

19
2

20 3BE = , BE = 40 3
19

Ответ: 40 3
19

1. Какие плоскости называют перпендикулярными?
2. Сформулируйте признак перпендикулярности плоскостей.
3. Сформулируйте свойства перпендикулярных плоскостей.

Упражнения

14.1. 

14.2. 

14.3. 

14.4. 

14.5. 

?

Рис. 14.9 Рис. 14.10



132

14.6. 

14.7. 

14.8. 

14.9. 

14.10. 

14.11. 

Рис. 14.11 Рис. 14.12 Рис. 14.13

Рис. 14.14 Рис. 14.15
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14.12. 

14.13. 

14.14. 

14.15. 

14.16. 

5 2

14.17. 

3 3

14.18. 

14.19. 

14.20. 

14.21. 

14.22. 
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14.23. 

14.24. 

14.25. 

14.26. 

14.27. 

14.28. 

14.29. 

14.30. 

14.31. 

12 3
14.32. 

4 2

14.33. 
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Упражнения для повторения

14.34. 

14.35. 

§ 15. Площадь ортогональной проекции многоугольника

Теорема 15.1
Площадь проекции выпуклого многоугольника равна 
произведению его площади и косинуса угла  между пло-
скостью многоугольника и плоскостью проекции, где 
0° ≤  < 90°.

Доказательство

S cos .α

Рис. 15.1
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B D BD1 = cos .α
S AC B D AC BD SAB C ABC

1
2

1
21= ⋅ = ⋅ = ⋅cos cos .α α

S1 cosα S2 cos .α
S S S S S1 2 1 2cos cos ( )cos cos .α α α α+ = + =

S1 cos ,α S2 cos ,α Sn cos .α
S S1 2cos cosα α+ S S S S Sn ncos ( ... )cos cos .α α α= + + + =1 2

Замечание.

Рис. 15.2 Рис. 15.3
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Сформулируйте теорему о площади ортогональной проекции много-
угольника.

Упражнения

15.1. 

15.2. 

15.3. 
18 2

15.4. 

15.5. 

15.6. 

Площадь 
многоугольника 

Угол между плоскостями 
многоугольников  и 

Площадь 
многоугольника 

12 см2 60°

45° 8 см2

32 см2 16 3  см2

15.7. 

?

Рис. 15.4
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15.8. 

15.9. 

15.10. 

15.11. 

15.12. 

15.13. 

15.14. 

15.15. 

15.16. 

15.17. 

Рис. 15.5
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A B1 1
3

2
< A C1 1

1
2

<

Упражнения для повторения

15.18. 6 2

15.19. 

Когда сделаны уроки

«Стереометрическое» расположение двух прямых

Задача 1. 

Решение.

Рис. 15.6 Рис. 15.7
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Задача 2. 

Решение.

I

Задача 3. 

Решение.

BD a1

3
3

3
=

Рис. 15.8 Рис. 15.9 Рис. 15.10
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Решение задачи 3.

Рис. 15.11 Рис. 15.12 Рис. 15.13

Рис. 15.14 Рис. 15.15
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MD
AD a

1
1

2
2

2
= = MC MD D C a

1 1
2

1 1
2 6

2
= + =

d KC KC M KC KM
MC

a a
a

a= ∠ = ⋅ = ⋅ =1 1 1
1

2
2 6

2

3
3

sin

Упражнения

1. 
2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
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Итоги главы 3
Угол между прямыми в пространстве

Углом между двумя пересекающимися прямыми называ-
ют величину того из углов, образовавшихся при их пересе-
чении, который не превосходит 90°.
Угол между двумя параллельными прямыми считают рав-
ным 0°.
Углом между двумя скрещивающимися прямыми называ-
ют угол между пересекающимися прямыми, соответствен-
но параллельными данным скрещивающимся прямым.
Угол между двумя пересекающимися прямыми равен углу 
между двумя другими пересекающимися прямыми, соот-
ветственно параллельными данным.
Угол между скрещивающимися прямыми a и b равен углу 
между пересекающимися прямыми a и b1, где b1 N b.
Две прямые в пространстве называют перпендикулярны-
ми, если угол между ними равен 90°.

Перпендикулярность прямой и плоскости
Прямую называют перпендикулярной плоскости, если 
она перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой 
плоскости.
Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся пря-
мым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна са-
мой плоскости.
Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна 
плоскости, то и другая прямая перпендикулярна этой пло-
скости.
Если две прямые перпендикулярны одной и той же плоско-
сти, то они параллельны.
Через данную точку можно провести прямую, перпендику-
лярную данной плоскости, и притом только одну.

Симметрия относительно плоскости
Точки M и M1 называют симметричными относительно 
плоскости , если отрезок MM1 перпендикулярен этой 
плоскости и делится этой плоскостью пополам. Каждую 
точку плоскости  считают симметричной самой себе.
Фигуру называют симметричной относительно плоско-
сти , если для каждой точки данной фигуры точка, симме-
тричная ей относительно плоскости , также принадлежит 
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этой фигуре. Плоскость  называют плоскостью симме-
трии фигуры.

Ортогональная проекция фигуры
Пусть фигура F1 — параллельная проекция фигуры F на 
плоскость  в направлении прямой l. Если l  , то фигуру 
F1 называют ортогональной проекцией фигуры F на пло-
скость .

Свойство перпендикуляра и наклонной
Если из одной точки проведены к плоскости перпендику-
ляр и наклонная, то длина наклонной больше длины пер-
пендикуляра.

Расстояние от точки до плоскости
Если точка не принадлежит плоскости, то расстоянием от 
точки до плоскости называют длину перпендикуляра, опу-
щенного из точки на плоскость. Если точка принадлежит 
плоскости, то считают, что расстояние от точки до плоско-
сти равно нулю.

Расстояние от прямой до параллельной ей плоскости
Расстоянием от прямой до параллельной ей плоскости 
называют расстояние от любой точки этой прямой до 
плоскости.

Расстояние между двумя параллельными плоскостями
Расстоянием между двумя параллельными плоскостями 
называют расстояние от любой точки одной плоскости до 
другой плоскости.

Расстояние между скрещивающимися прямыми
Проведём через данные скрещивающиеся прямые a и b 
параллельные плоскости  и . Расстоянием между скре-
щивающимися прямыми a и b называют расстояние меж-
ду плоскостями  и .

Общий перпендикуляр двух скрещивающихся прямых
Общим перпендикуляром двух скрещивающихся прямых 
называют отрезок, который перпендикулярен этим пря-
мым и концы которого лежат на этих прямых. 
Расстояние между скрещивающимися прямыми равно 
длине их общего перпендикуляра.
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Теорема о трёх перпендикулярах
Если прямая, принадлежащая плоскости, перпендикуляр-
на проекции наклонной к этой плоскости, то она перпенди-
кулярна и самой наклонной. И наоборот, если прямая, при-
надлежащая плоскости, перпендикулярна наклонной 
к этой плоскости, то она перпендикулярна и проекции на-
клонной на эту плоскость.

Угол между прямой и плоскостью
Если прямая параллельна плоскости или принадлежит ей, 
то угол между такой прямой и плоскостью считают рав-
ным 0°.
Если прямая перпендикулярна плоскости, то угол между 
такой прямой и плоскостью считают равным 90°.
Если прямая пересекает плоскость и не перпендикулярна 
ей, то углом между такой прямой и плоскостью называют 
угол между прямой и её проекцией на плоскость.

Величина двугранного угла
Величиной двугранного угла называют величину его ли-
нейного угла.

Угол между двумя пересекающимися плоскостями
Углом между двумя пересекающимися плоскостями назы-
вают величину того из образовавшихся двугранных углов, 
который не превышает 90°.

Перпендикулярные плоскости
Две плоскости называют перпендикулярными, если угол 
между ними равен 90°.

Признак перпендикулярности плоскостей
Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, пер-
пендикулярную другой плоскости, то эти плоскости пер-
пендикулярны.

Свойство перпендикулярных плоскостей
Если две плоскости перпендикулярны, то прямая, прове-
дённая в одной плоскости перпендикулярно прямой пере-
сечения плоскостей, перпендикулярна другой плоскости.
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Площадь ортогональной проекции многоугольника
Площадь проекции выпуклого многоугольника равна про-
изведению его площади и косинуса угла  между плоско-
стью многоугольника и плоскостью проекции, где 
0° ≤  < 90°.
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Глава 4. Многогранники

В этой главе вы уточните и расширите свои знания о много-
гранниках. Получите новые сведения о призме, пирамиде и их 
частных видах. Ознакомитесь с новым для вас многогранни-
ком — усечённой пирамидой.

§ 16. Призма

геометрическими телами телами

Рис. 16.1

Рис. 16.2

Фигура  — 
объединение двух шаров

Фигура  — 
объединение двух шаров и отрезка

а б



148

Определение
Многогранником называют тело, поверхность которого 
состоит из конечного числа многоугольников.

соседними

плоским углом многогранника при верши-
не M

Двугранным углом многогранника

диагональю многогранника

Определение
Многогранник называют выпуклым, если он расположен 
по одну сторону от плоскости каждой его грани.

Рис. 16.3 Рис. 16.4
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Площадью поверхности многогранника

Определение
Многогранник, две грани которого — равные n-угольники, 
лежащие в параллельных плоскостях, а остальные n гра-
ней — параллелограммы, называют n-угольной призмой 
(рис. 16.7).

Рис. 16.5 Рис. 16.6

Рис. 16.7

Бо
ко

во
е

ре
бр

о

Основание

Боковая
грань

Ребро

основания

Основание



150

Высотой призмы

Определение
Призму называют прямой, если её боковые рёбра пер-
пендикулярны плоскости основания. 

наклонной

Определение
Призму называют правильной, если она является прямой 
и её основание — правильный многоугольник.

диагональным сечением призмы

Рис. 16.8 Рис. 16.9

Рис. 16.10
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Площадью боковой поверхности призмы

Теорема 16.1
Площадь боковой поверхности прямой призмы равна 
произведению периметра её основания и бокового ребра 
призмы.

Доказательство

Задача.

Решение.

Рис. 16.11
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1. Что называют многогранником?
2. Какие грани многогранника называют соседними?
3. Что называют двугранным углом многогранника?
4. Какой многогранник называют выпуклым?
5. Что называют призмой?
6. Что называют высотой призмы?
7. Какую призму называют прямой? наклонной?
8. Какую призму называют правильной?
9. Что называют диагональным сечением призмы?

10. Что называют площадью боковой поверхности призмы?
11. Чему равна площадь боковой поверхности прямой призмы?

?

Рис. 16.12

Многогранники

Призмы
Прямые призмы

Правильные
призмы

Кубы
Прямоуголь-
ные паралле-
лепипеды
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Упражнения

16.1. 

16.2. 
16.3. 
16.4. 

16.5. 

16.6. 

16.7. 

16.8. 
3 6

16.9. 

16.10. 

Рис. 16.13 Рис. 16.14
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16.11. 

16.12. 

16.13. 

16.14. 

16.15. 

16.16. 

16.17. 

16.18. 

16.19. 

16.20. 

16.21. 

Рис. 16.15
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16.22. 

16.23. 

16.24. 

16.25. 

16.26. 

16.27. 

16.28. 

16.29. 
5

16.30. 

16.31. 
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16.32. 

16.33. 

16.34. 

16.35. 

16.36. 

16.37. 

16.38. 

16.39. 

16.40. 
4 2

16.41. 

16.42. 
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16.43. 

16.44. 

16.45. 

Упражнения для повторения

16.46. 

16.47. 

§ 17. Параллелепипед

Определение
Параллелепипедом называют призму, основания кото-
рой являются параллелограммами.

противолежащими гранями па-
раллелепипеда

N N
N

Рис. 17.1
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прямым

прямоугольным

измерениями прямоугольного параллелепипеда

кубом

Теорема 17.1
Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке 
и делятся этой точкой пополам.

Рис. 17.2

Рис. 17.3

Параллелепипеды

Прямые параллелепипеды

Правильные 
четырёхугольные призмы Кубы

Прямоугольные
параллелепипеды
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Доказательство

Следствие
Точка пересечения диагоналей параллелепипеда являет-
ся его центром симметрии.

Теорема 17.2
Квадрат любой диагонали прямоугольного параллелепи-
педа равен сумме квадратов его измерений.

Доказательство

AC AB AD AA1
2 2 2

1
2= + + .

Рис. 17.4 Рис. 17.5 Рис. 17.6
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AC AC CC1
2 2

1
2= + . AC AC AA1

2 2
1
2= + .

AC AB AD AA1
2 2 2

1
2= + + .

1. Что называют параллелепипедом?
2. Какие грани параллелепипеда называют противолежащими?
3. Какой параллелепипед называют прямым?
4. Какой параллелепипед называют прямоугольным?
5. Что называют измерениями прямоугольного параллелепипеда?
6. Каким свойством обладают диагонали параллелепипеда?
7. Сформулируйте теорему о квадрате диагонали прямоугольного па-

раллелепипеда.

Упражнения

17.1. 

17.2. 

17.3. 

17.4. 

17.5. 

17.6. 

17.7. 

?

Рис. 17.7
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17.8. 

17.9. 
17.10. 

17.11. 

17.12. 

17.13. 

17.14. 2 2

17.15. 2 3

17.16. 

17.17. 

17.18. 

17.19. 

17.20. 
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17.21. 

17.22. 

17.23. 

17.24. 

17.25. 

17.26. 

17.27. 

Упражнения для повторения

17.28. AB = 2 2

17.29. 

§ 18. Пирамида

Определение
Многогранник, одна грань которого — n-угольник, а 
остальные грани — треугольники, имеющие общую вер-
шину, называют n-угольной пирамидой (рис. 18.1).
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Высотой пирамиды

диаго-
нальным сечением пирамиды

Определение
Пирамиду называют правильной, если её основание — 
правильный многоугольник и основание высоты пирами-
ды является центром этого многоугольника.

Рис. 18.2 Рис. 18.3

Рис. 18.1

Боковое

ребро

Основание

Боковая

грань

Ребро

основания

Вершина 
пирамиды

Рис. 18.4
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правильным тетраэдром

Апофемой правильной пирамиды

Площадью боковой поверхности пирамиды

Теорема 18.1
Площадь боковой поверхности правильной пирамиды 
равна половине произведения периметра её основания 
и апофемы.

Рис. 18.5
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Доказательство

1
2

ad.
1
2

ad n⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ ⋅ ,

1
2

1
2

ad n an d⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ ⋅ = ⋅( ) .

S P dбок осн= ⋅1
2

Задача.

S
S

бок
осн=

cosα
Решение.

Рис. 18.6
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S
S

бок
осн=

cosα

1. Что называют пирамидой?
2. Что называют высотой пирамиды?
3. Какое сечение называют диагональным сечением пирамиды?
4. Какую пирамиду называют правильной?
5. Что называют апофемой правильной пирамиды?
6. Что называют площадью боковой поверхности пирамиды?
7. Чему равна площадь боковой поверхности правильной пирамиды?

Упражнения

18.1. 
18.2. 
18.3. 

18.4. 

18.5. 

18.6. 

?

Рис. 18.7 Рис. 18.8
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18.7. 

18.8. 

18.9. 

18.10. 

18.11. 

18.12. 

18.13. 

18.14. 

18.15. 

18.16. 

18.17. 

18.18. 

18.19. 
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18.20. 

18.21. 

18.22. 

18.23. 

18.24. 

18.25. 

18.26. 

18.27. 

18.28. 

18.29. 

18.30. 

18.31. 
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18.32. 

18.33. 

18.34. 
3 10

18.35. 

18.36. 

18.37. 

18.38. 

18.39. 

18.40. 

18.41. 
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18.42. 

18.43. 

18.44. 

18.45. 

18.46. 

18.47. 

18.48. 

18.49. 

18.50. 

3 15

18.51. 
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18.52. 

18.53. 

18.54. 
AC = 4 3

18.55. 

18.56. 

18.57. 

Упражнения для повторения

18.58. 

18.59. 

§ 19. Усечённая пирамида

Рис. 19.1
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усечённой пирамидой

основаниями усечённой пирами-
ды бо-
ковыми гранями усечённой пирамиды рё-
брами оснований усечённой пирамиды

боковыми рёбрами усечённой пирамиды

Высотой усечённой пирамиды

правильной n-угольной усечённой пирамидой

Апофемой правильной усечённой пирамиды

Рис. 19.2 Рис. 19.3

Боковое

ребро

Основание

Боковая

грань

Ребро

основания

Основание
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Площадью боковой поверхности усечённой пирамиды

Теорема 19.1
Площадь боковой поверхности правильной усечённой пи-
рамиды равна произведению полусуммы периметров её 
оснований и апофемы.

1
2

1. Опишите, какой многогранник называют усечённой пирамидой.
2. Опишите элементы усечённой пирамиды.
3. Какую усечённую пирамиду называют правильной?
4. Что называют апофемой правильной усечённой пирамиды?
5. Что называют площадью боковой поверхности усечённой пира-

миды?
6. Чему равна площадь боковой поверхности правильной усечённой 

пирамиды?

Упражнения

19.1. 

19.2. 

19.3. 

?
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19.4. 

19.5. 

19.6. 

19.7. 

19.8. 

19.9. 

19.10. 

3 3

19.11. 

19.12. 
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19.13. 

19.14. 

Упражнения для повторения

19.15. 

19.16. AB = 6 3 BC = 6 2

Когда сделаны уроки

Платоновы тела

Определение
Выпуклый многогранник называют правильным, если 
все его грани — равные правильные многоугольники и в 
каждой вершине сходится одно и то же число рёбер.

додекаэдром
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гексаэдром те-
траэдр

октаэдр 
икосаэдр 

Рис. 19.4 Рис. 19.5

А Б
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180 2°( )n
n
−

Рис. 19.6

Тетраэдр Гексаэдр Октаэдр Додекаэдр Икосаэдр

Рис. 19.7 Рис. 19.8
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k n
n

⋅ −180 2°( )

k n
n

⋅ <−180 2 360° °;( )

n k
k

<
−

2
2

n
k

< +
−

2 4
2

I I

I

n < 3 1
3

Рис. 19.9 
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Геометрическое тело

Определение
Фигуру (множество точек пространства) называют откры-
той, если каждая её точка принадлежит фигуре вместе 
с некоторым шаром с центром в этой точке.

r R OX= −
2

Рис. 19.10 Рис. 19.11 Рис. 19.12

Флюорит Пирит Смотровая площадка 
«Тетраэдр», город Боттроп, 

Германия

Рис. 19.13
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Определение
Фигуру называют ограниченной, если она полностью со-
держится в некотором шаре.

Определение
Точку называют точкой прикосновения фигуры, если лю-
бой шар с центром в этой точке содержит по крайней ме-
ре одну точку этой фигуры. 

r OA R= −
2

Рис. 19.14

Рис. 19.15
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Определение
Фигуру называют связной, если при любом её разбиении 
на две части хотя бы одна из этих частей содержит точки 
прикосновения другой части.

Определение
Поверхностью фигуры Ф называют множество точек, яв-
ляющихся точками прикосновения как для самой фигу-
ры, так и для фигуры, состоящей из точек пространства, 
не принадлежащих фигуре Ф.

Определение
Телом называют ограниченную фигуру, являющуюся объ-
единением непустой связной открытой фигуры и её по-
верхности.
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Александров Павел Сергеевич
(1896–1982)
Известный советский математик, акаде-

мик АН СССР и многих зарубежных академий, 
президент Московского математического обще-
ства, заведующий кафедрой высшей геометрии 
и топологии в МГУ. 

Ещё студентом Павел Сергеевич активно 
занимался научной работой и уже в 19 лет полу-
чил первый важный результат мирового значе-
ния. Основные математические интересы отно-
сятся к топологии, теории множеств, геометрии 
и пр. 

П.С. Александров был в числе первых организаторов Московской 
математической олимпиады для школьников.

Урысон Павел Самуилович
(1898–1924)
Необычайно талантливый советский ма-

тематик, к сожалению, рано ушедший из жизни 
(26 лет). 

Основные результаты получены в области 
топологии. П.С. Урысон один из основателей со-
ветской топологической школы, впервые в Рос-
сии прочитавший студентам курс топологии. Сре-
ди открытий Павла Самуиловича есть и важная 
геометрическая теорема о том, что шар являет-
ся телом максимального объёма при некоторых 
ограничениях на ширину тела. 

Целый ряд понятий и утверждений сегодня носят имя Урысона.
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Итоги главы 4
Многогранник

Многогранником называют тело, поверхность которого со-
стоит из конечного числа многоугольников.
Многогранник называют выпуклым, если он расположен 
по одну сторону от плоскости каждой его грани.

Призма
Многогранник, две грани которого — равные n-угольники, 
лежащие в параллельных плоскостях, а остальные n гра-
ней — параллелограммы, называют n-угольной призмой. 
Призму называют прямой, если её боковые рёбра перпен-
дикулярны плоскости основания.
Призму называют правильной, если она является прямой 
и её основание — правильный многоугольник.

Площадь боковой поверхности прямой призмы
Площадь боковой поверхности прямой призмы равна про-
изведению периметра её основания и бокового ребра при-
змы.

Параллелепипед
Параллелепипедом называют призму, основания которой 
являются параллелограммами.
Параллелепипед называют прямым, если его боковые рё-
бра перпендикулярны плоскости основания.
Прямой параллелепипед называют прямоугольным, если 
его основаниями являются прямоугольники.
Прямоугольный параллелепипед называют кубом, если 
его измерения равны.

Свойства параллелепипеда
Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке 
и делятся этой точкой пополам.
Квадрат любой диагонали прямоугольного параллелепи-
педа равен сумме квадратов его измерений.

Пирамида
Многогранник, одна грань которого — n-угольник, а осталь-
ные грани — треугольники, имеющие общую вершину, на-
зывают n-угольной пирамидой.
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Пирамиду называют правильной, если её основание — 
правильный многоугольник и основание высоты пирами-
ды является центром этого многоугольника. Все боковые 
рёбра правильной пирамиды равны, все боковые грани 
правильной пирамиды — равные равнобедренные тре-
угольники.
Апофемой правильной пирамиды называют высоту боко-
вой грани, проведённую из вершины пирамиды.

Площадь боковой поверхности пирамиды
Площадью боковой поверхности пирамиды называют сум-
му площадей всех её боковых граней.
Площадь боковой поверхности правильной пирамиды рав-
на половине произведения периметра её основания и апо-
фемы.
Площадь боковой поверхности правильной усечённой пи-
рамиды равна произведению полусуммы периметров её 
оснований и апофемы.
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§ 20. Упражнения для повторения курса геометрии
10 класса

Введение в стереометрию

20.1. 

20.2. 

20.3. 

20.4. 

20.5. 

20.6. 

20.7. 

Рис. 20.1 Рис. 20.2 Рис. 20.3
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20.8. 

20.9. 

Параллельность в пространстве

20.10. 

20.11. 

20.12. 

20.13. 

20.14. 

20.15. 
N

20.16. 

20.17. 

20.18. 

N
N

20.19. α β∩ = c,

20.20. 

Рис. 20.4
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20.21. N N

20.22. 

20.23. 

20.24. 

Рис. 20.7 Рис. 20.8 Рис. 20.9

Рис. 20.5 Рис. 20.6
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20.25. 

20.26. 

20.27. 

20.28. 

20.29. 

20.30. 

20.31. 

Рис. 20.10 Рис. 20.11
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Перпендикулярность в пространстве

20.32. 

20.33. 

20.34. 

20.35. 

20.36. 

20.37. 

20.38. 

20.39. 

20.40. 

20.41. 
N N

20.42. 
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20.43. 

5 3 5 2

20.44. 

20.45. 

20.46. 

3 6
20.47. 

20.48. 

20.49. 

2 15

20.50. 

20.51. 

Рис. 20.12 Рис. 20.13 Рис. 20.14
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20.52. 

20.53. 

20.54. 

8 3 5 3
20.55. 

20.56. 

20.57. 

20.58. α β∩ = m,
AB = 5

20.59. 

20.60. 

20.61. 

20.62. 

Рис. 20.15
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20.63. 

20.64. 

20.65. 

20.66. 

N N

20.67. α β∩ = c, α γ∩ = b, β γ∩ = a.

20.68. 

20.69. 

Рис. 20.16 Рис. 20.17
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20.70. 40 2

Многогранники

20.71. 

20.72. 

20.73. 

20.74. 

20.75. 

20.76. 

20.77. 

20.78. 

20.79. 

20.80. 

20.81. 

20.82. 
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20.83. 

20.84. 

20.85. 

20.86. 

20.87. 

20.88. 

20.89. 

20.90. 

20.91. 
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Дружим с компьютером

Задания курса стереометрии 10 класса для выполнения
с помощью компьютера 

К § 1 «Основные понятия стереометрии. Аксиомы стереометрии»

1.1–1.4. 
К § 2 «Следствия из аксиом стереометрии»

К § 3 «Пространственные фигуры. Начальные представления 
о многогранниках»
3.3-3.5. 
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3.19*. 

К § 4 «Взаимное расположение двух прямых в пространстве»

К § 5 «Параллельность прямой и плоскости»

К § 6 «Параллельность плоскостей»

К § 7 «Преобразования фигур в пространстве. 
Параллельное проектирование»

К § 8 «Угол между прямыми в пространстве»

К § 9 «Перпендикулярность прямой и плоскости»
 9.19. 

К § 10 «Перпендикуляр и наклонная»

К § 12 «Угол между прямой и плоскостью»
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К § 13 «Двугранный угол. Угол между плоскостями»

К § 14 «Перпендикулярные плоскости»

К § 15 «Площадь ортогональной проекции многоугольника»

      *. 

К § 16 «Призма»

К § 17 «Параллелепипед»

К § 18 «Пирамида»

К § 19 «Усечённая пирамида»
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Проектная работа

Проект

1. Кристаллы

2. Можно ли из тетраэдра сделать куб?

3. Теоремы о трёхгранном угле

4. Геометрия поверхностей
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5. Правильные и полуправильные многогранники

6. Рекомендуемая литература для выбора дополнительных тем 
и внеклассной работы
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Ответы и указания к упражнениям

1.21.
1.24. 1.25.

1.26. 1.27. 2.1.
2.11. 2.12. 2.18.

2.19. 2.20. 3.21.

3.22.

3.23.

3.26.

3.27.

3.28. 3.30.

3.31.
3.32. 4.9. 4.10.

4.23. 4.24. 4.25. 4.26. 4.28. 5.13.
5.14. 5.15.

V

5.19. a2 3
16

5.20. ( )4 3 2+ 5.22. a( ).2 2+ 5.27.

5.30.
5.31. 5.39.

5.40.

5.41. 6.13. 6.16.
2 2 2 3

3
a( ).+

6.17. a( ).2 2+ 6.18.

Рис. к упражнению 3.28
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6.19.

6.31.
6.32.

N N

6.34. 7.13. 7.24.

7.33.
7.38.

7.39. 7.40. 8.4. 8.5. 8.6.

8.7. 8.8. 8.9. 8.10. a 2
2

8.11. 8.12.

8.13. 8.14.
8.15.

8.16. 8.17. 8.18.

9.8. 9.9. 2 5 9.10. a 6
2

2
2

9.11. 9.18.

9.20. 9.21.

9.25.

9.26. 9.27. 9.28. 9.29. 3 1
3

9.30. 9.34. a2 2
16

9.35.
9.36.

9.37. N 9.38. 10
10

9.39. N
9.40. 9.41.

10.5. 10.6. 10.14. 5 2 10.18. 10.19.
10.20. 2 2 10.21. 2 6 2 6 6 10.22. 10.23.

10.24. d a2
2

24
+

sin α
10.25. 10.26. 10.27. 3 41 10.28.

55 3 3 10.29. 10.30. a 2
2

10.31. a
2

10.32. 10.33.

10.34. 2
4

10.35. 10.36. 10.37. 6
6

10.38. 2
2

10.39.

OO OM1 � .



202

10.40. 4 3 10.41. 120
7

11.10. 11.11. 11.12.

11.13. 11.14. 3 5 11.15. 11.16. 11.18. 11.19. 3 10
11.20. 11.21. 11.23.

11.24. a2 2
4

11.25.

11.26.

11.28. 2 3
3

11.29.
11.30. 12.7. 12.10. 12.11. 6 2 12.12. 12.13. 8 2
12.14. 3 10 12.15. 12.16. 3 14 12.17. 12.18. 2 6 15
12.19. 12.20. 4 7 12.21. 12.22. 12.23.

12.24. 12.25. 6
3

12.26. 6
4

12.27. 12.28. 12.29. 12.30.

12.31. 12.32. 3
3

12.33. 12.34. 13.4. 13.5.

13.6. 13.7. 13.10. 13.11. 13.16. 13.18. 13.19. 5
13.20. 13.21. 13.22. 13.23. 13.24. 13.25. 13.26.
13.27. 13.28. 4 2 13.29. 13.30. 13.31. 2 13 13.32.

13.33. 13.34. 13.35. 13.36. 2 3
3

13.37. 13.38. 1
2

13.39. arccos 1
3

13.40.
13.41. 14.5. 5 2 14.6. 14.7. 3 2 14.14.
14.15. 14.16. 14.17. 14.18. 2 15 14.19.
14.24. 20 13 14.25. 14.26. 14.27. 10 3 14.28. a 2;

14.29. 2 337 14.30. 14.31.

14.32. 4 2
3

14.33. arctg 15
5

14.34. 3 3
4

2a

14.35. 15.5. arccos 4
5

15.9. 15.11. arccos 4 3
9

15.12.

15.13. 15.14. 15.15. a2

cosα
a2

sinα
15.16. 2 14

7
S cosα 15.17.
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cos
sin

ϕ = ≤ <
⋅

⋅

S
S

A B A C

AB AC

1 1 1 1 1
1
2

1
2

60

1
2°

15.19.
b2

2
sin sin( )

sin
α α β

β
+

16.10.

16.11. 32 2 16.18. 16.19. a 2; 16.20. a 5. 16.21.
2

2
a cos

cos

α

β

2 2 2 2
2 2

a sin cos tg .α α β+ 16.22. 16.23. 16.24. 16.25. a2 7
4

arcsin 2 7
7

16.26.
a2 2

2
ctg ctg

cos
β α
β

16.27. 1
2

d tg ;β
d2

2
4

tg

cos

α

β
16.28.

16.29. 16.30. 16.31. 16.32. ( )108 72 6+ 16.33. 2 2S .
16.34. ( )18 12 7+ 16.35. 16.36.

16.37. 16.38. 16.39. 24 3 16.40. 16.41. 1
2

2h tg .α

16.42. h2

22 1 4
2

sin

sin

α
α−( )

16.43. a2 1 2( ).+ 16.44. a2 3 1( ).+ 16.45.

17.5. arctg 5
12

arctg 7
13

17.6. arctg 12
5

arctg 6 74
37

17.7. 17.8. 17.9. a 3. 17.10. 36 2 17.11.

17.12.
2

2

2

2d ctg tg

sin

α β

α
17.13. 144 2 17.14. 12 2 2( )+ 17.15. 4 5 3 4( )+

17.16. 17.17. 17.19. 3 6 36 2 17.20.

17.21. 2 2d sin (sinα β + cos sin ).2 2β α− 17.22.
2 2 2 2

2

a sin (cos sin sin )

cos

α β β α
β

+ −

17.23. 2 1
2

2
2S S+ . 17.24.

S S
S

1 2

2
17.25. 32 3 17.26. 17.27.

17.28. 17.29. 8 6 18.13. 100 3 1+( ) 18.14. 16 3 18.15.

18.16. 281 281 18.17. 1
2

2 2b sin .β 18.18. 1
2

2a tg .α

18.20. arctg( tg ).2 α 18.21. arctg tg .2
2

α
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 18.22. 18.23.

18.24.

18.25. a2 2
4

18.26.
a2 23

2
2

cos

cos

α

α
18.27.

d2 2
2

cos

cos

α

α
18.28.

18.29. 75 6 18.31. 18.32. 5 3 18.33. 8 3 18.34. 5 2

18.36. 32 2 18.37. 20 3 2 3
3

18.38.

4 3 18.39. ( )32 8 10 24 2+ + 18.40. 18.41.



204

18.42. 18.43. 2 1

2
2

arcsin
cos α

18.44. 2 2

2
2

arccos
sin α

18.45. 6 3
2

2d
sin sinα α

18.46. 8
2

2m
sin cosβ β

18.47. 18.48. 18.49. 18.50.

18.51. ( )3 6 3+ + 18.52.
a2 1sin ( sin )

cos
α β

β
+

18.53. 3 3
2

18.54. 8 3
3

8 3 18.55. 1
4

18.56.

18.57.

18.58. 18.59. 1701
32

19.1.

19.2. 19.3. 45 6
19.4. 19.5. 32 2

64 5 19.6. 2 6 168 15 19.7. 19.8. 19.9.

19.10. 12 10 19.11. ( )104 65 3+ 19.12. 6 2 13 3( )+ +

19.13. 2 22 2H ctg ctg .β α+ 19.14.
( ) cos

cos
a b− − 2

2
α

α
19.15. 25π 19.16.

20.14. 20.27. 36 3 20.28. 20.32.

20.33. arctg ;2 2 1
2

arctg arccos 10
10

20.34. 8 10 20.36.
2

2
a cos

cos

α

β

20.37. 3 2 20.39. 20.40. 20.42. 20.43. 25 3

20.46. 20.47. 20.48. 20.49. 20.50. arctg 2
2

20.51. 25 3
4

20.52. arctg 3
4

20.54. 20.55. arcsin sin .3
2

ϕ
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 20.56. arccos 6

3
20.57. h

sin α
2

20.58. 20.59. arctg .4 20.60. arccos 1
3

20.61. 20.62. 4 3 20.63.

Рис. к упражнению 18.56
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20.65.

20.66. 20.69. 128 3
3

20.70. 20.71. 5 7 20.72.

20.73. 20.74. 12 17 20.75. 12 2a tg .α 20.76. actg tg .α β

20.77. 96 2 20.78. 36 2 20.79. 20.80. arctg 2
3

20.81.

20.82. 2 42
2

a sin tg sin .α β α+⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ 20.83. 20.84. 20.85. 3 3

16

20.86.
a tg
cos

β
α2

20.87. 150 3 20.88. 20.89. 20.90.

20.91. 50 3 2 3( )+ 20.92.

Ответы к задачам из рубрики 
«Когда сделаны уроки»

«Стереометрическое» расположение двух прямых

2.
3.

4.

5. 
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